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Predslov

Tato kniha slizi ako ucebny materidl predmetu Pokrocilé metody sStatistického modelovania
(I1-PMSM) na 1. stupni inzinierského studia programu Matematicko-pocitacové modelovanie
(MPM) na Stavebnej fakulte (SvF) Slovenskej technickej univerzity v Bratislave (STU).

Nadvézuje na nasledujice predmety bakaldrskeho stupria: Softvér na analyzu udajov (Bl-
SAD), Statistické metédy (B1-STM), Teéria pravdepodobnosti (B1-TP) a Analyza ¢asovych
radov (B1-ACR). Pokracovanim PMSM je povinne volitelny predmet Hibkové analyza tdajov
a strojové ucenie (I1-HAU).

Struktiira a obsah prvej polovice knihy (prvé az piata kapitola) je do zna¢nej miery ingpirovana
publikdciou James et al. (2021) a doplnend o poznatky ¢erpané prevazne v Hastie, Tibshirani,
a Friedman (2009) ¢i Shalizi (2021). Ostatné kapitoly st spracované pouzitim heterogénnej
kolekcie zdrojov vratane vedeckych ¢lankov, elektronickych knih, blogov a dalsich odbornych
internetovych stranok.


https://is.stuba.sk/katalog/syllabus.pl?predmet=393982;lang=sk
https://www.math.sk/mpm/
https://www.svf.stuba.sk/
https://www.stuba.sk/
https://is.stuba.sk/katalog/syllabus.pl?predmet=400702;lang=sk
https://is.stuba.sk/katalog/syllabus.pl?predmet=400702;lang=sk
https://is.stuba.sk/katalog/syllabus.pl?predmet=302877;lang=sk
https://is.stuba.sk/katalog/syllabus.pl?predmet=302143;lang=sk
https://is.stuba.sk/katalog/syllabus.pl?predmet=301971;lang=sk
https://is.stuba.sk/katalog/syllabus.pl?predmet=380176;lang=sk

1 Uvod

1.1 Statistické modelovanie

« Statistické modelovanie je rozsiahla sada metéd a nastrojov uréend na porozumenie da-
tam.

e S rozvojom strojového ucenia sa zauzival aj nazov Statistické ucenie.

e St dva zdkladné spdsoby ucenia: asistované a neasistované .

e Asistované predstavuje vystavbu statistického modelu na odhad vistupu pomocou jed-
ného ¢i viacerych wvstupouv.

e V neasistovanom uceni si vstupy, no ziaden asistujici vystup. Stéle vsak mozno skiimat
vztahy v datach a ich struktaru.

Priklad (mzda)

o Majme subor tidajov o mzde (skupiny muzov v statoch vychodného pobrezia USA).
e Chceme porozumiet suvislosti medzi vyskou mzdy zamestnanca a jeho vekom ¢i
dosiahnutym vzdelanim, pripadne jej vyvoju v case.
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o Kazdy zo vstupov moze byt (s vi¢sou ¢i mensou davkou neistoty) pouzity na pred-

ikciu mzdy.
e Prirodzene, najpresnejsia predpoved bude s pouzitim vsetkych troch vstupov.




o Najbeznejsie su linedrne regresné modely, nie vzdy vsak svojou presnostou postacuju.

Sales

Priklad (reklama)

Klient nas ako Statistickych konzultantov najal na vysetrenie suvislosti medzi re-
klamou a odbytom konkrétneho produktu.

Stbor obsahuje idaje o odbyte (sales, v tisicoch jednotiek) a rozpocet na reklamu
(v tisicoch dolarov) v troch réznych typoch médii: TV, radio, noviny.

Ak dokézeme néjst vyznamnu suvislost, mozeme klientovi poradit, v ktorom médiu
ma posilnif reklamu, aby zvysil odbyt.

Cielom je teda vyvinit presny model na predikciu odbytu.

%o
o
o
o

Sales
Sales
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1.1.1 Nahodné premenné a ich vztah

Odbyt v predoslom priklade je vystupnd premennd — inymi slovami odozva (response),

zavisla premenna.
Rozpocet na reklamu (v jednotlivych zlozkach) je vstupnd premenné — alebo aj prediktor,

nezavisld premennd, crta (feature).
Vo vSeobecnosti, predpokladajme kvantitativnu odozvu Y a sadu p réznych prediktorov,
X = (X,,X,, ...X,). Medzi nimi je nejaky (systematicky) vztah a ten je reprezentovany
(nezndmou) funkciou f, takze

Y = f(X)+e¢
kde € predstavuje ndhodnud chybovt zlozku, ktora nezavisi od X a zvycajne ma nulovi

strednt hodnotu.



Priklad (prijem)

e Predpokladajme, ze prijem po skonceni skoly by sa dal predpovedat pomocou poc¢tu
rokov venovanych vzdelaniu.

e Modra krivka predstavuje skuto¢ni funkciu f. T vSak v praxi nepozname, ale za
predpokladu urcitych vlastnosti chybovej zlozky moézeme f do istej miery odhadnut.
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1.1.2 Ciele modelovania

e Preco vlastne potrebujeme odhad f?
o St dva hlavné dovody (ciele modelovania):

— predpovedanie (prediction) a
— dedukcia (inference).



1.1.2.1 Predpoved

V mnohych situacidch sa vstupné hodnoty Tahko dostupné, no vystupné sa ziskavajt
tazko. Pretoze chybova zlozka sa nasc¢ita na nulu, predpoved je jednoduché:

Y = f(X)

Tu odhad f moze byt (a v strojovom uceni ¢asto byva) ako ¢ierna skrinka.

Vyznam predikcie je napr. v urceni rizika nepriaznivej reakcie na urcity liek ak pre-
diktormi su charakteristiky pacientovej krvi (ziskatelné laboratérne). Je lepsie vopred
predpovedat reakciu organizmu a tak sa vyhnit podaniu lieku s neziadicim tc¢inkom pri
pacientoch s vysokou hodnotou odozvy.

Presnost predpovede zavisi na dvoch chybach:

— redukovatelnej (chyba odhadu funkcie) a
— neredukovatelnej (Sum, vplyv nemeranych premennych, nemeratelnej premenlivosti
- reakcia pacienta na liek podla nalady, odchylka v zlozeni tablety atd.)

BIY =77 = B | (1) 4~ () |

(FX) = FD) +var(e)

1.1.2.2 Dedukcia

Casto néas zaujima spdsob, ako je odozva ovplyvilovand zmenou vstupov. Preto sice
chceme odhadniit funkciu f, ale nie kvoli predpovediam, ale analyze jej tvaru.

Tu uz sa s funkciou nemédze zaobchadzat ako s ¢iernou skrinkou.

Chceme odpovede na otazky

— Ktoré premenné si asociované s odozvou?

— Aky je vztah medzi Y a jednotlivymi prediktormi (kladny, zdporny)? Ovplyviuje
ho nejaky iny prediktor?

— Mobze byt tento vztah zhrnuty do linearnej rovnice?

1.1.2.3 llustracie cielov

Prikladom modelovania kvoli predikcii moze byt zaujem komercénej spolo¢nosti identifi-
kovat jedincov ako potencidlnych zdkaznikov na zdklade demografickych ukazovatelov,
pricom odozva na marketingovi kampan (pozitivna alebo negativna) sluzi ako vystup.
Firmu teda nezaujimaja detaily vztahu medzi prediktormi a odozvou ale predpovede.
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e V priklade s inzerciou a odbytom naopak moéze byt zaujem o odpovede na otazky:

— Ktoré média prispievaji k odbytu?
— Ktoré média vytvaraju najvécsie ozivenie obchodu?
— Aké navysenie predaja mozno ocakavat s konkrétnou investiciou do reklamy v TV?

1.1.3 Metédy aproximacie skutocnej funkcie

Od tcelu zavisi volba metddy:

— jednoduchsi ale interpretovatelny model, alebo
— predikéne vykonny no menej zrozumitelny model, s ktorym je dedukcia tazsia.

e Preberieme viacero linedrnych i nelinedrnych pristupov ku odhadu f. Tieto meté6dy maja
niektoré ¢rty spolo¢né (a na tie sa zameriame).

e Majme n pozorovani, ktoré sa stuhrnne nazyvaju trénovacia vzorka, pretoze pomocou
nich nauc¢ime konkrétnu metédu odhadnut f.

o Nech z;; je i-te pozorovanie j-teho prediktoru, y;, zodpovedajice i-te pozorovanie
odozvy, pricom ¢ = 1,..m a j = 1,...p. Potom trénovaciu vzorku tvoria dvojice

{(@1,91), o (@0, y0)} kde @5 = (231, i, -0, T3p)-
e Cielom je aplikovat statistickd metédu ucenia na trénovaciu vzorku na odhad neznamej
funkcie f.

e Vacsina statistickych metéd modelovania je charakterizovanych bud ako parametrické,
alebo neparametrické.

1.1.3.1 Parametrické metédy

o Parametricky pristup sa skladd z dvoch krokov

1. Vytvorenie predpokladu o tvare funkcie (funkénom predpise), napr. ze f je linedrna
v premennych X, teda f(X) = 8, + 8, X; + ... + 8,X,,. Tak sa problém odhadu f
znacne zjednodusil (z odhadu celej p-rozmernej funkcie) na odhad p+ 1 parametrov

Bos s By

2. Volba a pouzitie met6dy, ktorda nas model natrénuje na datach (napasuje na pozoro-
vania). V pripade linedrneho modelu je to najcastejsie (beznd) metéda najmensich
stvorcov.

o Ukazeme si rozne funkéné predpisy i metédy odhadu parametrov.

¢ Vyhoda parametrického pristupu je teda v zjednoduseni odhadu.

11



o Naopak, jeho potencidlna nevyhoda je v tom, Ze zvoleny model zvycajne celkom nevys-
tihne skuto¢ny tvar neznamej funkcie f. To sa sice da obist volbou flexibilnejsich modelov,

ktoré si schopné imitovat vela réznych tvarov funkcii, no vo vSeobecnosti aj vyzaduju
odhad vécsieho poc¢tu parametrov.

« A komplexnejsie modely zas mozu viest k javu, ktory sa nazyva “overfitting”. Cize flexi-
bilné modely st nachylné na prehnant snahu popisat okrem funkcie aj ndhodny sum
Priklad (prijem)

e Parametrické metody si ilustrujeme na priklade zavislosti prijmu od vzdelania a
skisenosti (prax, trvanie kariéry) popisanou linedrnym modelom

prjem = [, + B x vzdelanie + 5 X sksenos

o Na obrazku vlavo je skutoény funkény vztah (pozndme ho, pretoze data si simulo-
vané), vpravo jeho linedrna aproximacia.

emogu\
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1.1.3.2 Neparametrické metody

o Tento pristup sa neobmedzuje na predpoklad o tvare funkcie, ale snazi sa k datam pri-
mknit ¢o najtesnejsie bez toho, aby aproximécia bola prilis rovné, alebo naopak, prilis
pokriitena.

e Pretoze vsak neredukuje problém odhadu f na odhad malého poctu parametrov, jeho
hlavnou nevghodou je nutnost velkého poctu udajov.

Priklad (prijem)

e Nadviazeme na predosly priklad s prijmom. Na obrazku vlavo je zobrazeny nepa-
rametricky model zo skupiny vyhladzujicich splajnov (2D smoothing spline, kon-
krétne thin-plate spline) s optimélnym stupniom vyhladenia.

o Na pravom obrézku je splajn s vysokym stupniom aproximécie (nizkym stupiiom

13
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vyhladenia), ktory prechddza cez kazdy bod trénovacej vzorky (prakticky je to
interpolac¢ny splajn) a nechava chybovi zlozku tplne nulovi.

o Pravy obrazok je prikladom overfitting-u.

14
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o Prefitovanie je neziadtce, pretoze znizuje presnost predpovedi (mimo trénovacej vzorky).
Preto potrebujeme metédy na volbu spravneho stupna vyhladenia.

1.1.3.3 Kompromis (presnost vs. interpretovatelnost)

e S rozvojom IT je nedostatok dat ¢i vypoctova kapacita coraz zriedkavej$im problémom

Preco by sme potom nemali zakazdym uprednostnit flexibilnd metédu odhadu f pred
tou restriktivnou?

e Doévodom je schopnost interpretacie modelu, ktora je ziadica, ak nam priméarne nejde o
predikcie ale o dedukciu (porozumenie procesu, ktory generoval idaje).

15
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1.1.4 Pritomnost odozvy

o Vacsina uloh statistického modelovania spada do dvoch kategérii — asistované a neasisto-
vané — podla toho, ¢i niektord z ndhodnych premennych vystupuje v role vysvetlovanej
premennej alebo nie.

1.1.4.1 Asistované ucenie

o Vsetky doteraz uvadzané priklady su z oblasti asistovaného uc¢enia, kde kazdé pozorovanie
hodnét prediktorov je spojené s pozorovanim odozvy a naSim cielom je modelovat ich
vztah (¢i uz na jeho lepSie pochopenie alebo predpovedanie dalsich hodnot). Prirodzene
sem patria klasické metddy ako linearna ¢i logisticka regresia, ale i mnozstvo novsich

(GAM, boosting, SVM, ANN).

1.1.4.2 Neasistované ucenie

e Na druhej strane, neasistované ucenie je narocnejsie v tom, ze ziadne pozorovanie odozvy
k dispozicii nie je. Akoby sme modelovali naslepo. Typickym prikladom je zhlukova
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analyza (clustering), v ktorej sa na zaklade podobnych hodnét premennych pozorovania
zatrieduju do relativne odlisnych skupin. Napr. pomocou takych charakteristik, ako su
PSC, prijem v rodine a ndkupné navyky, chceme pozorovania (zdkaznikov) zatriedit do
skupin s velkymi vydavkami na ndkupy (ti, ¢o vela minaji) a s nizkymi vydavkami

(sporovlivi).
N
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o Na ilustra¢nom obrazku vlavo si skupiny jasne odliSené (takze zhlukovanie je jednoduché)
zatial¢o vpravo st znacné presahy medzi skupinami (zhlukovanie je velmi obtiazne).

o Ak je prediktorov viac, p, jeden bodovy graf nestaci, treba ich p(p—1)/2, a tak namiesto
vizualneho posidenia sa musime spolahnit na automatické metody.

e V jednej tlohe je mozné aj kombinovat oba pristupy, napr. ked hodnoty odozvy st
dostupné iba pre cast pozorovani prediktorov: polo-asistované ucenie (semi-supervised).

1.1.5 Typ odozvy (regresia vs. klasifikacia)

o Premenné sa delia na kvantitativne a kvalitativne (kategorické), resp. spojité a diskrétne

o Napr. {vek, vyska, prijem, cena} oproti {stav, pohlavie, znacka, indikécia zadlZenia, druh
choroby }

¢ Modelovanie

— kvantitativnej odozvy sa oznacuje ako regresnd tloha (napr. linedrna regresia MNS)
— kvalitativnej odozvy ako klasifikacnd tdloha

o Hranica medzi nimi nie je vzdy ostra, napr. pre bindrne premenné sa pouziva logisticka
regresia, ktord napriek svojmu néazvu je klasifika¢nou metdédou, ale kedze priamo mo-
deluje pravdepodobnost zaradenia do jednotlivych tried, ma vela spolo¢né s linearnou
regresiou.
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o Niektoré metddy ako k-najblizsich susedov sa daju pouzit v oboch kontextoch (tlohach).
e Typ premennych v tlohe prediktorov je menej podstatny, pred samotnou analyzou sa
v8ak predpokladé ich spravne “kdédovanie”.

1.2 Vyhodnotenie modelu

e Cielom predmetu je zoznamit sa so Sirokou paletou nastrojov statistického modelovania.

e Preco?

o Pretoze neexistuje nieco ako supermetdda, ktora funguje najlepsie v kazdej situdcii, pre
kazdy dataset.

e Vyber najvhodnejsej metddy je tak dolezitou tlohou statistického modelovania a prak-
ticky moze byt jednou z jej najnarocnejsich casti.

1.2.1 Meranie kvality

e Na vyber vhodnej metédy budeme potrebovat nejakti mieru zhody modelu s realitou,
predikcie s pozorovanim.

e V regresnej ulohe je najcastejsie pouzivanou mierou strednd kvadratickd chyba (mean
squared error) MSE

1« - 2
MSE = ;Z <yi - f<x1)>
i—1
ktora je mald, ak vsetky predpovede su blizko skuto¢nej odozvy, a velka, ak sa niektoré
odhady od reality znacne odlisuju.

e Ak sa MSE vypocita z rovnakych tdajov, ako na ktorych bol model natrénovany, mala
by sa oznacit pojmom trénovacia MSE.

e ZvyCajne ndm vsak nevelmi zalezi na tom, ako model funguje na znamych datach, ale
naopak, chceme poznat presnost predpovedi, ked (uz natrénovany) model aplikujeme na
nové data.

Preco?

e Predpokladajme, zZe chceme zbohatniit na obchodovani s akciami. Vytvorime model,
ktory pomocou predoslych vynosov odhadne aktualnu cenu. Teraz uz len spolahlivo
zistit, ¢i bude cena zajtra rast (a treba nakupovat), alebo klesat (a akcie rychlo
predat).

o Alebo majme klinické zdznamy (napr. hmotnost, tlak, vyska, vek, rodinnd anam-
néza) urcitého poctu pacientov, o ktorych vieme aj to, ¢i maji cukrovku alebo nie.
Tieto zaznamy pouzijeme na natrénovanie modelu. Predpovede z neho vSak nepot-
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rebujeme na overenie, ¢i pacient z nasej skupiny cukrovku mé (pretoze to vieme),
ale na predikciu rizika pri budicich pacientov (na zéklade ich klinickych zdznamov).

o Formalne, ak trénovacia vzorka je (zy,vy,),..., (z,,¥,), 0znatme nové pozorovanie ako
(g, Yp)- Zaujima nas, ako vybrat Statisticki metédu, ktord minimalizuje nie trénovaciu
MSE ale E[(y, — f(xo))2], Cize tzv. testovaciu MSE.

¢ Na to je potrebnd testovacia vzorka.

e Trénovacia MSE nie je dobrou nahradou testovacej MSE.

Tlustracia (nelindrna funkcia)

Yo}
o
N
o |
o | «i
. S
D 0
o
@ o
> g
o
4] o
© - P EERREE UL EL LT L LR LE L IEEEEILECLLIELED
@ =
[}
=
<+ v
e n
&7 o
S
I T I I T I T T I T
0 20 40 60 80 100 2 5 10 20
X Flexibility

o Na Javom obrazku je skutoéna funkcia zavislosti Y od X (¢ierna), data z nej simu-
lované (body), linedarny regresny model (oranzova priamka) a dve splajnové krivky
(modré a zelend).

o Napravo je graf trénovacej MSE (sivd), testovacej MSE (Cervend) a najmensej do-
siahnutelnej testovacej MSE (prerusovand), ktord sa rovna neredukovatelnej chybe
predpovedi, var(e). Prvé dve sa menia s prisposobivostou modelov, ktora sa for-
malne oznacCuje ako stupne volnosti modelu. Najmenej stupnov volnosti tu ma
priamka (oranzové stvorce), ktord - ako vidno aj z testovacej MSE - nedostatocne
aproximuje skutocénd funkciu. Modra splajnova krivka je blizko optimalnej. Zeleny
model je reprezentovany bodom na vzostupnej ¢asti grafu testovacej MSE, pretoze
sa prilis vini (overfitting).

o To, ze trénovacia chyba je (takmer) vzdy mensia ako testovacia je dané tym, ze vicSina
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statistickych metéd odhadu (priamo alebo nepriamo) minimalizuje trénovaciu MSE.

Tlustracia (takmer linearna funkcia)
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e V tomto pripade linedrny model je blizky optimalnemu, preto prevazia jeho inter-
pretacné vlastnosti a byva uprednostneny pred lepsim, ale zlozitejsim modelom.

e V praxi sa testovacia chyba odhaduje z trénovacich dat pomocou resamplovacich metdd,
konkrétne tzv. kriZovou validdciou.

1.2.2 Kompromis (vychylka vs. rozptyl)

o Tvar pismena U grafu testovacej MSE je dosledkom kompozicie dvoch druhov chyb:
variancie predpovede f(z,) a vychylenia (bias) predpovede.
e Celkovo teda mozeme testovaciu MSE rozlozit ako vo vztahu

E [(yo — f(20))?] = var(f(zy)) + [bias(f(x,))]? + var(e)
¢ Optimalny model tak ziskame minimalizaciou rozptylu a stcasne aj vychylky.

¢ Variancia predstavuje mieru, do akej by sa odhad funkcie zmenil, ak by sme na trénovanie
modelu pouzili iny ndhodny vyber (z rovnakej populdcie). To znamend, Zze ohybnejsie
modely st citlivejsie na zmeny v datach.

 Bias predstavuje chybu aproximécie (zlozitej) skutoc¢nosti (jednoduchym) modelom.
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o Na&jst dobry kompromis medzi oboma chybami (bias-variance trade-off) je jednou z hlav-
nych tém Statistického modelovania.
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1.2.3 Presnost v klasifikacii

Vsetky spomenuté principy platia aj pri klasifikacnej tilohe, iba namiesto strednej kvadra-
tickej chyby pouZijeme mieru vhodni pre kvalitativnu premenni, napr. chybovost (error
rate, ER). Trénovacia ER sa vypocita vztahom

1 & .
ER = Ezl(yz#yz)
i=1

kde I(x) je indikac¢né funkcia, ktora sa rovna 1 ak podmienka x je splnend, inak sa rovna
0.

Testovacia ER je definovana analogicky ako MSE, ¢ize ako strednd hodnota ER, pre nové
pozorovanie, E [I(yy # ¥o)]-

Dobry klasifikator je taky model, pre ktory je testovacia ER najmensia.

D4 sa ukédzat, Ze takito vlastnost splita jeden jednoduchy klasifikitor, ktory kazdé po-
zorovanie zaradi do najpravdepodobnejsej triedy (podmienenej hodnotami prediktorov),
teda do triedy j pre ktort podmienend pravdepodobnost

Pr(Y = j|X = Z,)

je najvacsia. Takyto klasifikator sa nazyva Bayesov.
V pripade bindrnej odozvy je tou hrani¢nou pravdepodobnostou hodnota 1/2. V priestore
prediktorov tvori tzv. Bayesovu rozhodovaciu hranicu.

Tlustracia (Bayesova rozhodovacia hranica)

23



2 Linearny regresny model

2.1 Uvod

o Linedrna regresia je jednoduchy pristup ku asistovanému uceniu.

¢ Oproti modernym metédam sa moéze zdat az prilis jednoduchy, ale zaroven patri medzi
najuzitoc¢nejsie, bezne pouzivané nastroje statistického modelovania.

e Zaroven je dobrym startovacim bodom pre pochopenie a vyuzitie novsich pristupov,
pretoze mnohé z nich ho zovseobecnuju.

Priklad (reklama)

o Oprasme priklad inzerovania v troch médidch. Nasou ulohou je (na zdklade dét)
navrhnit marketingova stratégiu na zvysenie odbytu pre dalsie obdobie. Aké infor-
macie by na poskytnutie takého odorticania mohli byt uzito¢né?

o Tu je zopar dolezitych otédzok, na ktoré budeme hladat odpovede:

1. Ezxistuje vztah medzi rozpoctom na reklamu a odbytom? Prvou tlohou je
teda zistif, ¢i pozorovnia poskytuji dostatoény dokaz o suvislosti medzi
premennymi. Ak nie, potom je zbytocné utrdcat peniaze za reklamu.

2. Ak existuje vztah, aky je silny?

3. Ktoré médid savisia s odbytom? Chceme rozlisit vyznamnost prispevok jed-
notlivych médii, ak sme investovali do vsetkych troch.

4. Aky silng je vztah medzi odbytom a jednotlivimi médiami? O kolko sa zvysi
odbyt s kazdym doldrom naliatym do reklamy v konkrétnom médiu a ako
presne dokazeme tento narast predpovedat?

5. Ak& je presnost predpovede budiceho odbytu? Pre akikolvek kombinaciu ob-
jemu reklamy v médach.

6. Je vztah linedrny? Ak sa da vztah reklamy v jednotlivych médiach ku odbytu
vyjadrit priamkou, potom linedrna regresia je vhodny nastroj. Ak nie, da sa
linearizovat transforméaciou prediktorov alebo odozvy?

7. Je medzi médiami synergia?/ Je mozné, aby investovanie napr. $50,000 do
reklamy v TV a $50,000 v radiu prineslo vyssi odbyt nez $100,000 iba v jednom
z nich? Toto sa v Statistike nazyva efekt interakcie.

e Linedrna regresia sa da pouzit na zodpovedanie vsetkych tychto otazok.
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2.2 Jednoducha regresia (jeden prediktor)

e Linearny regresny model s jedinym prediktorom X sa zvykne oznacovat ako jednoducha
regresia (simple linear regression), formdlne zapisany vztahom

Y =8+ BX+e (2.1)
kde f3,, 3, st nezndme parametre (koeficienty) vyjadrujice priese¢nik regresnej priamky

s osou Y (intercept) a sklon (slope). Chybovy c¢len ¢ je ndhodnd premenna s nulovou
strednou hodnotou, standardnou odchylkou o a je nezavisla od X.

2.2.1 Odhad parametrov

e Parametre musia byt odhadnuté tak, aby priamka bola ¢o najblizsie ku pozorovaniam

X a Y, teda bodom so sturadnicami (1,v;), (Zg,Ys), - (T, Yp)-
o NajpouzivanejSou mierou blizkosti je stcet Stvorcov rezidui (residual sum of squares),
RSS =Y &

e Rezidud st odchylky reality od modelu, &, = y;, — §; = y; — B — By 2;-
e Minimalizaciou RSS (metéda najmensich Stvorcov, least squares) dostaneme odhady pa-
rametrov

> (@ —3)(y; —9)
ANCIEE T
Bo = @ - Blja

51:

kde y = % ?:1 y; a analogicky aj x s vyberové priemery.

Priklad (reklama)

o Odhad metédou najmensich Stvrcov v priestore parametrov (vlavo s izoc¢iarami
RSS) a v priestore premennych (vpravo s naznacenim rezidui):
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dat_Advertising <- read.csv("data/Advertising.csv") [-1]
fit <- Im(sales ~ TV, dat_Advertising)
fit |> coefficients() |> round(3)

(Intercept) TV
7.033 0.048

e Podla modelu by bol priemerny objem predaja pri nulovej reklame v TV 7,033
jednotiek a s kazdym navysenim o 1,000 doldrov (o 1 v mierke datasetu) by vzréastol
o0 48 jednotiek (0.048 v mierke datasetu).
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2.2.2 Presnost parametrov

Tlustracia (priamka)

o Nech je skutocény regresny vztah dany vztahom f(X) =2+ 3X.

o Odhad na zaklade jednej realizdcie ndhodného vyberu (simuldcie z modelu
Y =24 3X + ¢) je zobrazeny na obrazku vlavo (spolu s datami). Na obr. vpravo
je zobrazeny spolu s odhadmi regresnej priamky ziskanych na zaklade dalsich 10
simulovanych datasetov.
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e Vsetky odhadnuté priamky sa nachadzaji niekde okolo skuto¢nej priamky v do-
sledku neistoty v urceni parametrov.

o Pretoze metéda najmensich Stvorcov dava nevychyleny odhad (za podmienky splne-
nia predpokladov), spriemerovanie velkého mnozstva odhadov vedie ku skutocnej
hodnote (tu ku priamke).

e V praxi mame iba jeden dataset, preto nas zaujima, ako blizko sme sa pomocou
neho dostali ku skutoc¢nosti.

o Podobne ako presnost odhadu nepodmienenej strednej hodnoty (¢o je vlastne 1D pripad)
zévisela od Standardnej odchylky tidajov a ich poctu (pripomenme si vztah var(p) =
SE(j1)? = 02/n), tak to bude platit aj pri presnosti odhadu parametrov,

3 2 (1 —jQ var(3,) = —02
var(By) = o <n + Z?:1<‘ri — @2) ) (B1) <2?1(xz — 5)2) )

na ich presnost navyse vplyva aj rozptyl hodnot z,.
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o Rozptyl 02 je tiez nezndmy parameter modelu. Odhadne sa jednoducho ako
02 = RSS/(n—2).
o Standardné chyby sa daji pouzit na konstrukciu intervalov spolahlivosti,

Bj +l_q2(n—2)" SE(BJ‘)-

Interpretdcia: ak by sme vela-krat opakovali ndhodny vyber a zakazdym urcili 95%-ny
interval spolahlivosti, potom 95% z nich by obsahovalo skutoéni hodnotu parametra.

» Rovnako tak sa daju pouzit na testovanie Statistickych hypotéz o parametroch, napr.
Hy: B, = 0 (t.j. neexistuje vztah medzi X a Y'). Treba rozhodnit, ¢i ; je dostatocne
blizko (H,), resp. daleko (H;) od nuly. Ale kolko je “dostatoc¢ne”? To zavisi od presnosti
odhadu. Preto testovacia statistika t-testu

Ao

“sp@) Y

vyjadruje pocet standardnych chyb o ktoré je 31 vzdialené od 0.

2.2.3 Vyhodnotenie presnosti modelu

¢ Akondhle sme pomocou testu sklonu regresnej priamky vyhodnotili, ze vztah medzi pre-
mennymi je vyznamny, zaujima nas, do akej miery model vystihuje ddta.

« Jednou populdrnou mierou (do akej model nevystihuje data) je rezidudlny rozptyl (resp.
rezidudlna Standardnd chyba). Jej nevyhodou je zavislost od mierky dat, takze je obcas
tazké posudit, aké hodnoty este predstavuji dobra zhodu.

¢ Alternativnou mierou je koeficient determindcie

_TSS—RSS . RSS

2 -
R TSS B TSS

kde T'SS = Z:L:l(yi —9)? je celkovéa suma Stvorcov (Eize RSS obyc¢ajného priemeru). Je
zjavné, Ze ako pomer variancie vysvetlenej modelom ku celkovej variancii, je R? bezroz-
merny a v rozsahu intervalu [0, 1], takZe nezavisi od mierky Y.

o Je tiez zaujimavé, ze R? sa zhoduje s druhou mocninou koeficientu koreldcie medzi X a

Y.
Priklad (reklama)

e Vyjadrime vztah reklamy v TV a odbytom pomocou linedrneho regresného modelu.

fit |> summary()
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Call:
lm(formula = sales ~ TV, data = dat_Advertising)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-8.3860 -1.9545 -0.1913 2.0671 7.2124

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 7.032594  0.457843 15.36 <2e-16 #*xx*
TV 0.047537 0.002691 17.67  <2e-16 **x*

Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 3.259 on 198 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6119, Adjusted R-squared: 0.6099
F-statistic: 312.1 on 1 and 198 DF, p-value: < 2.2e-16

e Odhad parametra (; je asi 17-nasobne vac¢si nez jeho Standardné chyba, preto aj
p-hodnota je velmi mald a H, zamietneme, co zna¢i vyrazny vztah medzi TV a
sales.

o Skuto¢ny odbyt by v priemere fluktuoval 3.26 tisic jednotiek okolo predpovede.

e Model pomocou reklamy v TV vystihuje asi 61% variability odbytu.

2.3 Viacnasobna regresia (viac prediktorov)

e V praxi je zvycajne k dispozicii viac premennych, ktoré mézu byt uzito¢né na vysvetlenie

zmeny v strednej hodnote odozvy.

o Zopakovat jednoducht regresiu pre kazdi premenni nardza (minimélne) na problém, ako

z viacerych modelov skonstruovat jedint predpoved.

¢ Najjednoduchsie rozsirenie jednoduchej linedrnej regresie predpoklada aditivitu vplyvov

jednotlivych prediktorov X, X,,..., X, a ma tvar

Y=08+6X +..+8,X,te (2.2)

+ Hodnota j; sa interpretuje ako priemerny vplyv jednotkového ndrastu premennej X; na

odozvu Y za stavu, v ktorom vsetky ostatné prediktory zostdvaji nezmenené.
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2.3.1 Odhad parametrov

¢ Odhad je analogicky jednorozmernému pripadu a jednoduchsie sa reprezentuje v matico-

vej podobe.
¢ Nech X je matica planu (regresnd matica), ktorej i-ty riadok tvorf vektor (1,21, ..., 7;,),
pricom i = 1, ..., n, dalej y je vektor pozorovani odozvy Y a nakoniec 8 = (8, 1, .-, 3,)’-

e Odhad parametrov metédou najmensich stvorcov dostaneme zo vztahu
B = (XX)"'Xy.

Potom predikcie dostaneme ako podmienent stredni hodnotu y = E(Y|X) = XB, rezi-
dud budu € = y — y a odhad rozptylu chybovej zlozky
&'g

~2

o- =
€ n — (p + 1)7
¢ Kovarianénéd matica odhadu nezndmych parametrov sa vypocita zo vzfahu

Sy =62(X'X) L
Jej diagonalu tvoria stvorce standardnych chyb odhadov parametrov.

Priklad (reklama)

e Okrem TV uvazujme aj reklamu v rddiu a novinach.
e Jednoduché regresné modely by mali nasledujice odhady parametrov:

for(i in names(dat_Advertising) [1:3]) {

lm(paste("sales ~ ", i), dat_Advertising) [>
summary () |> coef() |> round(4) [|> print()
cat("\n")
}
Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
(Intercept) 7.0326 0.4578 15.3603 0
TV 0.0475 0.0027 17.6676 0
Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
(Intercept) 9.3116 0.5629 16.5422 0
radio 0.2025 0.0204 9.9208 0
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 12.3514 0.6214 19.8761 0.0000
newspaper 0.0547 0.0166 3.2996 0.0011
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e Viacnasobny linearny regresny model ma odhady parametrov pre TV a radio velmi
podobné, no v pripade novin sa zasadne liSi: vplyv reklamy v novindch vyzerd byt
nevyznamny:

fit <- Im(sales ~ TV + radio + newspaper, dat_Advertising)
fit |> summary() [|> coef() |> round(4)

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept)  2.9389 0.3119 9.4223  0.0000
TV 0.0458 0.0014 32.8086  0.0000
radio 0.1885 0.0086 21.8935 0.0000
newspaper -0.0010 0.0059 -0.1767 0.8599

e Vysvetlenie treba hladat v interpretaci koeficientov. Vsimnime si koreldcie medzi
premennymi:

cor(dat_Advertising) |> round(3)

TV radio newspaper sales

TV 1.000 0.055 0.057 0.782
radio 0.055 1.000 0.354 0.576
newspaper 0.057 0.354 1.000 0.228
sales 0.782 0.576 0.228 1.000

Objem reklamy v novinach koreluje s dalsim prediktorom — reklamou v radiu. Obe média
pozitivne koreluji s odbytom. To znamena, ze v jednoduchej regresii noviny iba sprostred-
kovali (nahradzali) vplyv reklamy v radiu a ako také nemaju dosah na zvysenie odbytu.

o Tato zdanlivd kontroverzia z prikladu o reklame je pritomna v mnohych redlnych situ-
aciach.

Tlustracia (zraloky)

o Uvazujme absurdny priklad, ked sa na zdklade zdznamov z dovolenkovych rezortov
snazime vysvetlit poc¢et napadnuti zralokom pomocou odbytu zmrzliny.

o Je pravdepodobné, ze ndm vyjde pozitivna koreldcia a regresny koeficient je Statis-
ticky vyznamny.

e Zdravy rozum nam hovori, ze netreba hned zakazovat predaj zmrzliny.

e Dévod je celkom zjavne v tom, ze vyssia teplota prildka na plaz viac Iudi a tym
stipne spotreba zmrzliny i pripady kolizie so zralokom.
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o Uveden4 situdcia sa nazyva zdanliva regresia (spurious regression) a byva rizikom vtedy,
ak si koreldciu milime s kauzalitou.

2.3.2 Vyuzitie modelu

Viacnésobny regresny model ndm umoznuje zodpovedat nasledujtce otézky:

Je aspon jeden z prediktorov uzitoény pre odhad strednej hodnoty odozvy?

Su vsetky prediktory uzito¢né, alebo len niektoré?

Nakolko model vystihuje pozorované data?

Za predpokladu danej mnoziny prediktorov, aka je predikcia hodnoty odozvy a jej pres-
nost?

Ll o

2.3.2.1 Test pritomnosti vztahu s aspon jednym prediktorom

o V pripade jednoduchej regresie staci zistit, ¢i g; = 0.
o Pri viacnasobnej regresii vSak uz treba overit platnost zlozitejsej hypotézy,

Hy: By 252:---:@9:0
oproti alternativnej, H;: aspori jedno 3; # 0.
o Testovacia Statistika ma tvar
o (T'SS — RSS)/p
~ RSS/(n—p—1)

~ F(p,n—p—1)

— ak vztah absentuje, jej hodnota (pri velkom n) je blizka 1,
— naopak, ak H, neplati, potom E[(T'SS — RSS)/p)] > o>

Priklad (reklama)

o Hoci su vysledky F-testu dostupné uz v sihrne modelu (dostupnom cez funkciu
summary), ukdzeme si detaily porovnanim viacndsobného regresného modelu s kon-
stantnou funkciou (baseline model):

Im(sales ~ 1, dat_Advertising) |>
anova(fit)

Analysis of Variance Table

Model 1: sales ~ 1
Model 2: sales ~ TV + radio + newspaper
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
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1 199 5417.1
2 196 556.8 3 4860.3 570.27 < 2.2e-16 *x*x

Signif. codes: O 'x*x' 0.001 '«x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

e 7 nich vidiet, ze T'SS = 5417 a RSS = 557, takze testovacia statistika F' = 570
je vysoko nad 1 a plocha pod hustotou F-rozdelenia za hodnotou F' je mensia nez
5% (dokonca mensia nez 2.2 - 10719), a to znamend, Ze H, zamietneme: reklama v
aspon jednom médiu ma vyznamny vztah ku odbytu.

o Podobne sa d4 overit hypotéza, ze iba ¢ast (napriklad poslednych ¢) parametrov je nulova,

Hy: B, 441 = - = B, = 0. Potom druhy, porovndvaci linirny model (baseline) bude
obsahovat vsetky okrem tych ¢ testovanych parametrov a testovacia Statistika sa zmeni
na

P (RSS,— RSS)/q

 RSS/(n—p—1)
kde RSS, zodpoveda baseline modelu (a teda i nulovej hypotéze).

o F-testom tak testujeme parcidlny vplyv pridania dalsich parametrov do modelu.

~ F(g;n—p—1)

Priklad (reklama)

e Overme, ze vplyv reklamy v novinach je nevyznamny.

update(fit, . ~ . - newspaper, dat_Advertising) |[>
anova(fit)

Analysis of Variance Table

Model 1: sales ~ TV + radio
Model 2: sales ~ TV + radio + newspaper
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 197 556.91
196 556.83 1 0.088717 0.0312 0.8599

e V pripade pridania iba jedného parametra je vidief zhodu s t-testom jeho vyznam-
nosti (t2 = F, porovnaj s riadkom pre newspaper v priklade z predoslej ¢asti).

e Ak vSsak mame p-hodnoty ku jednotliviym parametrom, naco nam je celkovy F-test? Ved
sa zda pravdepodobné, Ze ak aspon jedna p-hodnota je mala, tak aspon jeden prediktor
ma vztah s odozvou, & nie? Zial, takéto uvazovanie je chybné, obzvlast pri velkom poéte
prediktorov.
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» Napr. nech p = 100 a hypotézaH,: 3, = ... = 8, = 0 je pravdiva. V dosledku nédhody
priblizne 5 p-hodnoét (z individudlnych t-testov) bude i tak mensich ako 0.05 (to je dévod,
preco sa vo viacndsobnom testovani zavadzaji korekcie p-hodnot, napr. Bonferroniho).

o F-test touto devalvaciou netrpi, pretoze zohladnuje pocet prediktorov.

o Ak je prediktorov prili§ vela (relativne ku poétu pozorovani), alebo dokonca ak p > n,
potom F-test nebude (dobre alebo vébec) fungovat.

2.3.2.2 Dolezité prediktory

e Ak pomocou F-testu zistime nejaky vztah ku odozve, je prirodzené pytat sa: Tak ktoré
prediktory s za to zodpovedné, t.j. ktoré su vlastne uzito¢né?

e Mobohli by sme sa pozriet na individualne p-hodnoty, ale pri vi¢Som pocte je to riziko
(nekorigované viacndsobné testovanie).

o Problému urcenia uzitoénych premennych (variable selection) sa budeme dokladnejsie
venovat v samostatnej prednaske, tu spomenme iba zakladné metddy.

e Pri p = 2 prediktoroch st 2P = 4 rézne moznosti, ako zostavit model (bez prediktorov,
iba s jednym alebo druhym a s oboma). Ako vSak rozhodnit, ktory je najlepsi? Pouzivaji
sa na to rozne statistiky, napr. Mallowove C, , Akaikeho a bayesovské informacné kritéria
(AIC, BIC), alebo korigovany (adjusted) R?.

« Pri velkom poéte p je takyto postup vypoctovo naroény (uz 22° > 105 moze byt dost),
preto sa pouzivaju efektivnejsie postupy na vyber premennych.

o Medzi klasiku patri vyber premennych po krokoch (stepwise selection):

— priddvanim prediktorov (forward selection) - Zacina sa zdkladnym modelom bez
prediktorov, v kazdom kroku sa prida ten prediktor, ktory prispel najviac (pridanim
do modelu z predoslého kroku sa dosiahlo najmensie RSS) a procedira sa konéi
vtedy, ked uz ziaden novy prispevok nie je statisticky vyznamny.

— uberanim (backward selection) - Postup je opacny, z plného modelu sa postupne
odstranuja premenné, ktoré najmenej vysvetluju variabilitu odozvy.

— kombindciou (mixed selection) - Odstranuje niektoré nevyhody predoslych postu-
pov.

Priklad (reklama)

fitl <- step(fit, direction = "backward")

Start: AIC=212.79
sales ~ TV + radio + newspaper

Df Sum of Sq RSS AIC
- newspaper 1 0.09 b556.9 210.82
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<none> 556.8 212.79
- radio 1 1361.74 1918.6 458.20
- TV 1 3058.01 3614.8 584.90

Step: AIC=210.82
sales ~ TV + radio

Df Sum of Sq RSS AIC

<none> 5566.9 210.82
- radio 1 1545.6 2102.5 474.52
- TV 1 3061.6 3618.5 583.10

evve

2.3.2.3 Miera zhody s datami

e Na vyjadrenie kvality odhadu modelu sa najcastejsie pouzivaji miery ako rezidudlny
rozptyl a koeficient determinécie.

« V pripade jednoduchej regresie je R? zhodné so Stvorcom koreldcie odozvy a prediktoru,
teda cor?(X,Y).

 Aj vo viacnisobnej regresii sivisi s koreldciou, pretoZe vo vieobecnosti R? = cor?(Y, 17)

o Zatial ¢o R? vzdy rastie s po¢tom parametrov p, rezidudlny rozptyl klesa s p len, ak
prispevok prediktoru nie je prilis maly.

e Okrem ¢iselnych mier je dobré zhodu modelu s datami posudit pomocou grafickych
sthrnov, pretoze pomocou nich dokdzeme odhalif slabé miesta modelu. Napr. neuvazenie
synergie prediktorov a specifické odchylky od linearity.

2.3.2.4 Predikcie

e Predpovede z viacnasobného linearneho regresného modelu st zatazené 3 druhmi neis-
toty:

1. Nepresnost odhadu parametrov suvisi s redukovatelnou chybou (z minulej pred-
nésky). Intervalom spolahlivosti (confidence interval) uréime, ako blizko bude Y ku
F(X).

2. Volba linearnej aproximécie f(X) je dalsi zdroj redukovatelnej chyby (model bias).

3. Ak by sme aj poznali f(X), i tak sa odozva nedd predpovedat presne - kvoli ne-
redukovatelnej chybe. Predpovedngm intervalom (prediction interval) uréime, ako
blizko Y kolige okolo Y. Vzdy je sirsi ako konfidenc¢ny, pretoze obsahuje obe chyby
- neredukovatelnt chybu aj neistotu urcenia f(X).
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Priklad (reklama)

e Predpokladajme vydavky 100,000 USD na reklamu v TV a 20,000 USD v radiu.

sapply(c("confidence", "prediction"),
function(x) predict(fitl,
newdata = data.frame(TV = 100, radio = 20),
interval = x,
level = 0.95),
simplify = FALSE

) >
lapply(round, digits = 2) |[>
do.call(rbind.data.frame, args = _)

fit lwr upr
confidence 11.26 10.99 11.53
prediction 11.26 7.93 14.58

e Odbyt by bol v priemere 11,260 jednotiek.

o Skuto¢nd strednd hodnota E(Y|TV = 100, Radio = 20) sa s 95% pravdepodobnos-
tou nachadza niekde medzi 10,990 a 11,530. Interval vyjadruje neistotu sprevadza-
jucu priemer cez velké mnozstvo trhov (miest).

e Odbyt v jednom konkrétnom meste by sa pohyboval pravdepodobne niekde v roz-
medzi 7,930 az 14,580.

2.4 Kuvalitativny prediktor

e Prediktory nemusia byt iba kvantitativne.

¢ Regresny model vsak ako vstupy vyzaduje iba ¢iselné hodnoty, preto je nutné kvalitativne
premenné vhodne nahradit.

e Situdcia je jednoduchd v pripade binarnej premennej. Jej hodnoty sa iba prekéduji na
0 a 1. (V prostredi strojového ucenia sa to nazyva one-hot encoding.)

o Vo vSeobecnosti, ndhodnt premenntt X s m moznymi hodnotami {a,...,a,,} treba na-
hradit (m — 1) pomocnymi, indikacngmi premennymi (oznaCovanych aj ako dummy),
napr. pomocou indikacnej funkcie

1 (X) = 1 ak X ==z
¥ )10 inak
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Ak hodnotu z; nastavime ako zakladnu (referencéni, baseline), regresny vztah mé potom
tvar

Y = 51 +621a2(X) + +5m1am(X) +e

By +e pre X =aqa
/Bl+ﬁ2+€ X:CL2
51+Bm+€ X:am

o Interpretacia parametrov je tak priamociara:

— B, = E(Y|X = a,), ¢ize absolitny clen §; predstavuje strednt hodnotu Y pri
prvej arovni X,

- B;=E(YI|X =a;) - E(Y|X = a;), j > 2, teda rozdiel v strednej hodnote Y oproti
prvej drovni X.

e Moznosti kdédovania je vela. Nemaju vplyv na odhad modelu ani test vyznamnosti, iba
na interpretéciu parametrov. Slizia na lahsie vyhodnotenie konkrétnych rozdielov (con-
trasts), Specifickych pre potreby danej praktickej aplikécie.

Priklad (kreditky)

e Majme tdaje z datasetu Credit o drziteloch kreditnych kariet:

— odozvu priemerny dih (balance),

— niekolko kvantitativnych prediktorov ako vek, pocet kariet (cards), pocet rokov
vzdelania, prijem, limit, iverové hodnotenie (rating),

— a kvalitativnych prediktorov ako vlastnictvo domu (own), ¢i Studuje (student),
zivotny stav (status, slobodny atd.) a regién (vychod,zdpad,juh).

o Vztah vysky dlhu a toho, ¢i klient vlastni dom, sa z dat neukazuje vyznamny. Test
vyznamnosti parametra je totozny s dvojvyberovym t-testom (pri rovnakom rozp-
tyle).

1m(Balance ~ Own, ISLR2::Credit) |>
summary () |>
coef() |> round(3)

Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
(Intercept) 509.803 33.128 15.389 0.000
OwnYes 19.733 46.051 0.429 0.669

t.test(Balance ~ Own, ISLR2::Credit)
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Welch Two Sample t-test

data: Balance by Own
t = -0.42838, df = 395.58, p-value = 0.6686

alternative hypothesis: true difference in means between group No and group
95 percent confidence interval:

-110.29408 70.82784

sample estimates:

mean in group No mean in group Yes

509.8031 529.5362

o Test vztahu dlhu a regiénu je totozny s analyzou rozptylu (jednofaktorovd ANOVA
pri homogénnom rozptyle). Opét sa vztah nepotvrdil.

1m(Balance ~ Region, ISLR2::Credit) [|>
summary ()

Call:
Im(formula = Balance ~ Region, data = ISLR2::Credit)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-531.00 -457.08 -63.25 339.25 1480.50

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>[tl|)
(Intercept) 531.00 46.32 11.464 <2e-16 *xx*x
RegionSouth  -12.50 56.68 -0.221 0.826
RegionWest -18.69 65.02 -0.287 0.774
Signif. codes: O 's*x' 0.001 '*x*' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 460.9 on 397 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.0002188, Adjusted R-squared: -0.004818
F-statistic: 0.04344 on 2 and 397 DF, p-value: 0.9575

oneway.test(Balance ~ Region, ISLR2::Credit, var.equal = TRUE)

One-way analysis of means
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data: Balance and Region
F = 0.043443, num df = 2, denom df = 397, p-value = 0.9575

e Funkcia Im pouzila standardné kédovanie kvalitativnej premennej, ktoré sa da zistit

pomocou options("contrasts") a zobrazit funkciou contrasts: vlavo si pévodné
hodnoty X, hore st éleny pouzité v regresnej rovnici.

contrasts(ISLR2: :Credit$Region)

South West
East 0 0
South 1 0
West 0 1

2.5 Aditivita a linearita

« Standardnd viacnisobn linedrna regresia (2.2) ma minimalne dva, velmi obmedzujtice
predpoklady:

— aditivita — vztah medzi odozvou a prediktorom X, nezavisi od hodnot ostatnych
prediktorov,
— linearita — zmena Y spojend s jednotkovou zmenou X je konstantna.

2.5.1 Uvolnhenie aditivity

e Jednym zo sposobov, ako odstranit predpoklad o nezavislosti vplyvu jedného prediktoru
od vplyvu druhého prediktoru, je pridat do rovnice treti prediktor, tzv. interakény clen,
ktory je iba nasobkom prvych dvoch, takze model mé tvar

Y =By + 81Xy + B Xy + 83X Xy + ¢
=By + (B + B3X5) X + B Xy +¢
—ﬂ,_/
B1

o Parameter [5; je zjavne linedrnou funkciou X,, cize vzfah medzi X; a Y sa meni s
premennou X, (rovnako aj v obratenom poradi prediktorov).

Tlustracia (vyrobné linky)

e Sktimajme produktivitu v tovarni. Chceme predpovedat objem produkcie vyrobkov
pomocou poc¢tu vyrobnych liniek a celkového poctu pracovnikov.
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e Prirodzene ocakavame, ze efekt pridavania liniek zavisi od dostupnosti ich obsluhy
(ziaden pracovnik rovnd sa ziadna vyroba).
o Ak by model mal tvar

Vroba ~ 1.2 + 3.4 - Linky + 0.22 - Pracovnci + 1.4 - (Linky - Pracovnci),
potom by pridanie jednej linky zvysilo produkciu o 3.4 + 1.4x pocet pracovnikov.

e Samozrejme takyto model neriesi situdciu, ked si pracovnici pre velky pocet zac¢na
navzajom zavadzat.

Priklad (reklama)

e Hoci koeficient determinécie pre model s TV a radiom je pomerne optimisticky
(R? = 0.897), pri pohlade na bodovy graf vztahu odhadnutych a pozorovanych
hodnoét (obrazok vlavo) citime, Ze nieco Skripe.

dat_Advertising |>
dplyr: :select(-newspaper) |>
dplyr: :mutate(fitted = predict(fitl)) [>
dplyr: :rename(observed = sales) |[>
ggplot() + aes(x = fitted, y = observed) +
geom_point () +
geom_abline(slope = 1, color = 2, linetype = 2, linewidth = 1)
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e Pre lepsiu predstavu treba model zobrazit v priestore vsetkych zucastnenych pre-
mennych.
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1 Sales

grid_Advertising <- expand.grid(
TV = range(dat_Advertising$TV),
radio = range(dat_Advertising$radio)
) 1>
modelr::add_predictions(fitl, var = "sales")
ggplot() + aes(x = radio, y = sales, color = TV) +
geom_point(data = dat_Advertising) +
geom_line(aes(group = as.factor(TV)), data = grid_Advertising)
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e Aditivny Linedrny model mé tendenciu podhodnocovat v oblasti blizko diagondly
(v rovine na obr. vlavo), tam kde je rozpocet na reklamu v oboch médiach v rovno-
vahe. Naopak, odbyt je nadhodnocovany v pripadoch nesymetrickych investicii do
reklamy.

¢ Odhadnime teda model s interakciou medzi TV a radiom.

fit2 <- update(fitl, . ~ . + TV:radio, data = dat_Advertising)
summary (fit2)
Call:

lm(formula = sales ~ TV + radio + TV:radio, data = dat_Advertising)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-6.3366 -0.4028 0.1831 0.5948 1.5246

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 6.750e+00 2.479e-01 27.233 <2e-16 *x*x*
TV 1.910e-02 1.504e-03 12.699 <2e-16 *x*x
radio 2.886e-02 8.905e-03 3.241 0.0014 *x
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TV:radio 1.086e-03 5.242e-05 20.727 <2e-16 *xx*

Signif. codes: O 's*x' 0.001 'x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.9435 on 196 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9678, Adjusted R-squared: 0.9673
F-statistic: 1963 on 3 and 196 DF, p-value: < 2.2e-16

grid_Advertising <- modelr::add_predictions(
data = grid_Advertising,
model = fit2, var = "sales")
ggplot() + aes(x = radio, y = sales, color = TV) +
geom_point(data = dat_Advertising) +
geom_line(aes(group = as.factor(TV)), data = grid_Advertising)

30-

TV
20~

200

sales

100

radio

dat_Advertising |>
dplyr::select(-newspaper) |>
dplyr: :mutate(fitted = predict(fit2)) |[>
dplyr: :rename(observed = sales) |>
ggplot() + aes(x = fitted, y = observed) +
geom_point() +
geom_abline(slope = 1, color = 2, linetype = 2, linewidth = 1)
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o Novy model je podstatne lepsi, interakény ¢len pomohol vysvetlit (96.8 —
89.7)/(100 — 89.7) = 69% =zvysnej variability odbytu. Rezervu mé v oblasti niz-
keho odbytu, avSsak méze ist aj o pritomnost extrémne nizkych pozorovani. Tzv.
outlier-om sa este budeme venovat.

e Ak navysime rozpocet na reklamu v radiu o 1,000 USD, odbyt by mal stipnut o
29 + 1.1 - TV jednotiek. Cize napr. o 139,000 ak TV = 100,000 USD.

e V poslednom priklade vysiel efekt interak¢ného ¢lena aj oboch premennych signifikantny.
Avsak nie vzdy to tak byva a jeden (alebo aj oba) individudlne ¢leny mézu vyjst nevyz-
namné. V takom pripade sa — podla hierarchického principu — v modeli ponechavaja
aj samostatne vsetky premenné, ktoré vystupuji v interakénom clene. (Inak by sa inte-
rakény c¢len tazko interpretoval.)

« Interakcia (synergia) sa neobmedzuje len na spojité prediktory. Nech X je kvantitativna
a X, kvalitativna premennd, ktord ndhodne nadobida jednu z m hodnét {ay,...,a,,}.
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Potom model viazuci obe premenné aj ich interakciu ma tvar
Y =By + 51Xy + Boly, (Xo) + oo + 81, (Xo)+
+ Bims1 X114, (Xo) + oo + Bop 1 X1, (Xo) +¢

Bo+ B X +¢€ pre X, =a,

_ (Bo + B2) + (By + Bims1) Xy +¢ Xy =ay

(Bo + Bm) + (B1 + Bapm—1) X1 + € Xy =a,,
o Pre kazdd hodnotu premennej X, tvori model jednu regresni priamku s odliSnym prie-
secnikom i sklonom. Tento rozdiel je dany prirastkom f,, ..., 3,, resp. B, 1,5 Bom_1

oproti parametrom pre prvu, referencni troven prediktora Xs,.

Priklad (kreditky)

e Chceme predpovedat velkost dlhu drzitelov kreditnych kariet pomocou dvoch pre-
diktorov: mesa¢ného prijmu (income) a indikatoru studia.
e Vytvorime dva modely — jeden bez a druhy s interakciou — a porovname ich.

fitl <- Im(Balance ~ Income + Student, data = ISLR2::Credit)
fitl |> summary() |> coef() |> round(3)

Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)

(Intercept) 211.143 32.457  6.505 0
Income 5.984 0.557 10.751 0
StudentYes  382.671 65.311 5.859 0

Dih =211+ 5.98 - Prjem + 383 - 1, (tudent) + ¢

211 4+ 5.98 - Prjem ak tudent = nie
594 4+ 5.98 - Prjem tudent = no

fit2 <- Im(Balance ~ Income * Student, data = ISLR2::Credit)
fit2 |> summary() [> coef() |> round(3)

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 200.623 33.698 5.953 0.000
Income 6.218 0.592 10.502 0.000
StudentYes 476.676 104.351 4.568 0.000
Income:StudentYes -1.999 1.731 -1.155 0.249
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Dih =201 +6.21 - Prjem + 477 - 1, (tudent) — 2.00 - Prjem - 1, (tudent) + ¢

_)201+6.21- Prjem ak tudent = nie
B 678 +4.21 - Prjem tudent = no

grid_Credit <- expand.grid(
Income = range(ISLR2::Credit$Income),
Student = levels(ISLR2::Credit$Student) # alebo unique()

) 1>
modelr: :add_predictions(fitl, var = "Balance")

ggplot() + aes(x = Income, y = Balance, color = Student) +
geom_point(data = ISLR2::Credit) +
geom_line(aes(group = as.factor(Student)), data = grid_Credit) +
ggtitle("Model bez interakcie")

Model bez interakcie

2000 - °

1500 -
® Student
e
@ 1000 - -o— No
<
m - Yes
500 -
0- -se oo %
1 1 1
50 100 150
Income

grid_Credit <- grid_Credit |>
modelr::add_predictions(fit2, var = "Balance")

ggplot() + aes(x = Income, y = Balance, color = Student) +
geom_point(data = ISLR2::Credit) +
geom_line(aes(group = as.factor(Student)), data = grid_Credit) +

ggtitle("Model s interakciou")
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Model s interakciou
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e Hoci druhy model neprispieva ku vysvetleniu variability dlhu vyznamnejsie ako
prvy model (interakény ¢len je Statisticky nevyznamny), priklad dobre ilustruje, Ze
s interakciou dochidza k zmene sklonu regresnej priamky.

2.5.2 Uvolnenie linearity

o Linedrny regresny model (2.1) predpoklad4 linearitu medzi odozvou Y a prediktorom.

e To redlne nebyva Casto splnené.

e Aj v takych pripadoch sa vSak linedrny model da pouzit, a to rozsirenim pomocou bdzo-
vych funkcii bj,

Y = By + B161(X) + Baba(X) + ... + B b, (X) + €

e Bazové funkcie st zvolené vopred, takze model zostava linedrny v parametroch a da sa
rovnako elegantne odhadnit metédou najmensich stvorcov ako aj pouzit néstroje Statis-
tickej dedukcie o kvalite modelu, o jeho parametroch a predikcii. To, ¢o treba osobitne
prispdsobif rozsireniu, je interpretdcia.

+ Ako jednoduché bazové funkcie sa ¢asto pouzivajii mocninové transforméacie bj(x) = 2/
(vysledkom je tzv. polynomické regresia), dalej odmocninové, logaritmické, po castiach
linearne ¢i goniometrické transformacie.

o Nakoniec, aj indika¢nd funkcia, ktorou sme prekédovali kvalitativnu premenni do {0, 1},
sa da zaradif medzi bazové funkcie.
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Priklad (autd)

o Majme dataset pozorovani o 392 automobiloch, ktory obsahuje také vlastnosti ako
dojazd (mpg, miles per gallon), pocet valcov, zdvihovy objem, vykon motora (hor-
sepower ), vaha, zrychlenie, povod, rok nédvrhu a ndzov modelu.

e Chceme modelovat vztah medzi dojazdom a vykonom motora.

e Linearna funkcia uz napohlad nepostacuje, preto siahneme po polynomickej regresii
s rOéznym stupnom.

fitl <- 1lm(mpg ~ horsepower, ISLR2::Auto)
fit2 <- Im(mpg ~ horsepower + I(horsepower~2), ISLR2::Auto)
fit3 <- lm(mpg ~ poly(horsepower, 5), ISLR2::Auto)

grid_Auto <- expand.grid(horsepower = modelr::seq_range(ISLR2: :Auto$horsepow

n = 30)
) 1>
modelr: :gather_predictions(linear = fitl, poly2 = fit2, polyb5 = fit3,
.pred = "mpg")
ggplot() + aes(x = horsepower, y = mpg) +
geom_point(data = ISLR2::Auto) +
geom_line(aes(color = model), data = grid_Auto, linewidth = 1) +

theme (legend.position = "inside", legend.position.inside = ¢(0.9,0.8))
go ° model
° === |inear
40 - —
o Vse .o oe® = poly2
3 £ ) === poly5
30-
o)
o
S
20~
10-

50 100 150 200
horsepower
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e S rasticim stupniom polynému kleséd vychylenost a rastie rozptyl modelu (zlozka
redukovatelej chyby). Optimalny stupen by sa urc¢il pomocou testovacej chyby, avsak
z interpretacného hladiska nie je ani polynomicky model idedlny — hlavne kvoli
zmene monoténnosti. Je nelogické, aby s rasticim vykonom (nad 180 koni) rastol
aj dojazd.

o Ako docasni ndhradu za vyhodnotenie vSetkych troch modelov pomocou odhadu

testovacej chyby teraz pouzijeme F-test — sériovo (¢ize prvy oproti druhému a druhy
voli tretiemu).

anova(fitl, fit2, fit3)

Analysis of Variance Table

Model 1:

mpg ~ horsepower

Model 2: mpg ~ horsepower + I(horsepower”2)
Model 3: mpg ~ poly(horsepower, 5)
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 390 9385.9
389 7442.0 1 1943.89 103.8767 < 2.2e-16 **x*
3 386 7223.4 3 218.66 3.8949 0.009196 *x*
Signif. codes: O 'x*x' 0.001 'x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

o 7 popisného hladiska polynomicka funkcia nielen druhého stupna (oproti linearnej)
vystihuje data ale aj piateho stupna (oproti kvadratickej).

2.6

7X>

Rozsirenie tohoto pristupu na viacnasobnii regresiu s prediktormi X = (X, Xy, ..., X,

je tiez pomerne priamociare,
Y =3, + 51b1<X) + 5252(2) + .+ ﬁqbq<X) te
a zahfiia aj linedrny model s interakciou, kedy (napr. pre p = 2) bude b,(X) = X,

Nesplnené predpoklady

Ziaden model nie je univerzalny — kazdy je spolahlivy iba vtedy, ak s splnené urcité
podmienky.
Ak nie st splnené predpoklady pouzitia linearnych regresnych modelov,
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— nie st spolahlivé ani zavery dedukcie urobené pomocou (takto) odhadnutého modelu
a
— presnost predikcii vyrazne klesa.

e Hlavné pric¢iny problémov su:

nelinearita vztahu odozvy a prediktorov
korelacia v Sumovej zlozke

premenlivy rozptyl Sumovej zlozky

odlahlé pozorovania

pozorovania s velkym pakovym efektom

silny vztah medzi prediktormi (tzv. kolinearita)

A S

o Identifikacia a prekonanie tychto problémov niekdy hranic¢i az s umenim.
e Preto je dobré poznat niekolko uzito¢nych diagnostickych nastrojov.

2.6.1 Nelinearita

e Jednym z diagnostickych néastrojov je graf rezidui (voéi predikcidm) modelu. Pomocou
neho sa da odhalif aj porusenie predpokladu linearity regresnej funkcie.

Priklad (autd)

o Rezidudlne grafy (prvych dvoch modelov z predoslého prikladu) odhaluji jednak

— vyraznu zmenu v strednej hodnote rezidui linedrneho modelu, jednak
— konstantnost strednej hodnoty rezidui kvadratického modelu.

o To ukazuje na vychylenost (bias) linedrneho modelu.
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fitl |>

broom: :augment () |>

ggplot() + aes(x = .fitted, y = .resid) +

geom_point () +

geom_hline(yintercept = 0, linetype = 2) +

geom_smooth(se = FALSE, color = 2) +

labs(title = "Linear model", x = "Fitted values", y = "Residuals")
fit2 |>

broom: :augment () |>

ggplot() + aes(x = .fitted, y = .resid) +

geom_point () +

geom_hline(yintercept = 0, linetype = 2) +

geom_smooth(se = FALSE, color = 2) +

labs(title = "Quadratic model", x = "Fitted values", y = "Residuals")
# alternatively e.g.
# fitl |> ggfortify:::autoplot.lm(which = 1, ncol = 1)
# or tools of the packages ggResidpanel, gglm ...

Linear model Quadratic model

Residuals
Residuals

. . . . .
10 20 30 20 30
Fitted values Fitted values

» V tomto pripade bol problém vyrieseny mocninovou transforméaciou prediktoru (roz-
sirenim modelu pomocou polynomickej bézovej funkcie).

2.6.2 Korelacia Sumovej zlozky

o Linedrna regresia predpokladd, ze hodnoty chybovej zlozky maji rovnaké rozdelenie a
navzajom nijak nestvisia, teda napr. ze realizadcia ; neposkytuje ziadnu informéciu o
tom, akt hodnotu nadobudne ¢, ;.

e Ak to nie je splnené, konkrétne ak je pritomna pozitivna sériova korelacia, potom odhady
standardnych chyb parametrov si podhodnotené, ¢o vyusti do
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— uzsich konfiden¢nych a predikénych intervalov (napr. 95% interval bude v skutoc-
nosti zodpovedat mensej pravdepodobnosti nez 0.95, Ze obsahuje skuto¢nii hodnotu
parametra),

— mensich p-hodnét testu vyznamnosti modelu, takze sa moézeme mylne domnievat,
ze regresny vztah je vyznamny.

e Ak si teda chyby kladne autokorelované, vedie nas to k prehnanej dévere ku modelu.
o Korelovanost chyb casto vznikéd v kontexte casovijch radov, teda pozorovani ziskanych v
casovych okamihoch nasledujtcich “dostatoc¢ne kratko” po sebe.

Tlustracia (autokorelacia)

o Grafy znazornuju sumovi zlozku generovani AR(1) procesom pre tri rozne hodnoty
parametra a jej vplyv na presnost urcenia niekolkych statistik stvisiacich s mode-
lom. Skutocny vztah je dany rovnicou ¥ = 042X + ¢, pricom o, = 1 a predpoved
(mean) bola pocitand v bode X = 0.5.

set.seed(4)
lapply(c(-0.8, 0, 0.8), FUN
n <- 100

function(x) {

arima.sim(list(ar = x), n = n) |>
suppressWarnings() |>
cbind.data.frame(index = 1:n, eps = _, rho = x) [>
transform(eps = eps/sd(eps))

D 1>
dplyr: :bind_rows() [>
dplyr: :mutate(rho = factor(rho)) [>
ggplot() + aes(x = index, y = eps, color = rho) +
geom_line(show.legend = FALSE) +
facet_wrap(vars(rho), ncol = 1)
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# Function to calculate sampling distribution of several estimates involved
# in: xvalues - numeric vector, values of the predictor
# xpredict - numeric value, point of conditional mean

# linepars - numeric vector, true model parameters

# rho - numeric value, parameter of AR(1) model

# sd_noise - numeric value, standard deviation of noise series
# N - integer, number of replications

# out: Nx3 data frame
fun_simplereg_sim <- function(xvalues = seq(0, 1, length.out = 30),
xpredict = median(xvalues),
linepars = c(b0 = 0, bl = 2),
rho = 0, sd_noise = 1,
N = 300) {
n <- length(xvalues)
noise <- replicate(N, {
out <- arima.sim(list(ar = rho), n = n) |>
suppressWarnings ()
out/sd(out)*sd_noise
b
signal <- ( cbind(1,xvalues) %*’% linepars ) |[>
rep(N) [>
matrix(ncol = N)
data <- signal + noise
apply(data, 2, function(y) {
fit <- 1lm(y ~ xvalues)
pars <- coefficients(fit) |> unname()
mean <- predict(fit, newdata = data.frame(xvalues = xpredict)) |> unname
c(intercept = pars[i],
slope = pars[2],
R2 = cor(fit$fitted.values, y) 2,
mean = mean
)
P 1>t |> data.frame()
}

lapply(c(-0.8, 0, 0.8),
FUN = function(x) {
fun_simplereg_sim(rho = x) |>
cbind(rho = x)

in simple line:

O

b
dplyr: :bind_rows() [>
tidyr: :pivot_longer(-rho, names_to = "variable", values_to = "value") [>

dplyr: :mutate(rho = factor(rho), variable = forcats::as_factor(variable))
ggplot() + aes(x = value, fill = rho, color = rho) +

geom_density(adjust = 2, alpha = 0.1) +

facet_wrap(vars(variable), ncol = 24 scales = "free")
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« Vysledky pre sklon a R? st velmi citlivé na rozdelenie prediktoru. V tomto priklade
bola pre hodnoty X pouzitd rovnomerna mriezka 30 bodov v intervale [0, 1].

o Na riesenie problému takéhoto druhu (ked model nevyuziva informaciu doélezitého pred-
iktoru — ¢asu) sluzia metédy analyzy ¢asovych radov.

o Koreldcia sumu vsak moze vzniknit aj v dosledku vynechania kvalitativnej premennej
ako vyznamného faktoru vplyvajiceho na odozvu. Napriklad ak v analyze vysky jednot-
livcov pomocou ich vihy zanedbdame fakt, Ze niektori si ¢lenmi jednej rodiny, dodrziavaju
ta istt diétu, alebo boli vystaveni rovnakym vplyvom prostredia.

e Ak sa takymto vplyvom da vyhnut, zvycajne sa problém vyriesi dobrym ndvrhom expe-
rimentu (design of experiment). Ak nie, a Statistické jednotky prirodzene tvoria skupiny,
ktorych vplyv vsak nie je predmetom zaujmu vyskumu, vtedy sa na modelovanie pouzi-
vaju tzv. linear mized-effects modely.

2.6.3 Premenliva variabilita

o Narusenie podmienky konStantnosti rozptylu sumovej zlozky, var(e;) = o2, ktoré sa
nazyva heteroskedasticita, ma vplyv na standardné chyby odhadov a tak aj na testy
hypotéz, ktoré s modelom sivisia.

e Jednym z prikladov je rozptyl rastici so strednou hodnotou, kedy rezidua maju tvar
lievika. Riesenim moze byt vhodnd konkévna transformécia odozvy, napr. odmocninova,
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logaritmicka alebo ich zovSeobecnenie — Box-Coxova transformacia.

Tlustracia (heteroskedasticita)

Response Y Response log(Y)
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e Inym zdrojom heteroskedasticity byva agregovanie pozorovani. Napr. nech i-ta hodnota
odozvy (i = 1,...,n) vznikne priemerom n, surovych nekorelovanych pozorovani s rozp-
tylom o?2. Jej rozptyl tak bude o? = o2 /n,.

¢ V tomto pripade je pomoc tiez jednoduché — odhadnit model metédou vazenych najmen-
sich stvorcov (weighted least squares) s vdhami imernymi prevratenej hodnote rozptylov,
tu konkrétne w; = n,.

2.6.4 Odlahlé pozorovania

o Odlahlé pozorovanie (outlier) je bod v ktorom je hodnota odozvy nezvycajne daleko od
predpovede modelu.

e Vznikaju z réznych dévodov, napr. omylom pri zdzname merania.

o Odlahlé pozorovania nemusia mat vyrazny vplyv na odhad parametrov modelu (ak nevyt-
varaju pakovy efekt). Nezvyknti mat ani netypické hodnoty prediktorov. Avsak spdsobuji
iné problémy, napr. zvysenim RSS dojde k rozsireniu konfidenénych intervalov, zvySeniu
p-hodnoty testov vyznamnosti & znizeniu R2.

o Identifikovat sa daju z grafu rezidui, ale esSte lepsie z rezidui normovanych vlastnou
standardnou odchylkou (studentized residuals), pretoze potom stac¢i podozrivii hodnotu
porovnat s kvantilom ¢-rozdelenia zodpovedajicim nejakej vysokej pravdepodobnosti,
najcastejsie sa nahrubo porovna s hodnotou 3.
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e Ak outlier povazujeme za omyl pri zédzname, je vhodné ho jednoducho zo siboru po-
zorovani vylucit. Avsak pozor, moze indikovat aj slabinu modelu, ako napr. chybajuici

prediktor.
Tlustracia (outlier)
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2.6.5 Pakovy efekt

¢ Oproti pozorovaniam s odlahlou hodnotou odozvy z predoslej ¢asti, pozorovania s velkym
pakovym vplyvom (leverage effect) na odhad modelu su tie, ktoré maji odlahlé hodnoty
prediktorov.

o V jednoduchej regresii je identifikécia takych bodov jednoduché (v nasledujicej ilustracii
na obrazku vlavo).

¢ Vo viacnasobnej regresii sa vSak nemusia prejavit nezvycajnou hodnotou jednotlivych
prediktorov (obr. v strede) a vo vyssich rozmeroch na odhalenie nestacia ani grafické
nastroje.

o Preto je uzito¢né vypocitat mieru pikového efektu (leverage statistics, obr. vpravo). Vo
vSeobecnosti je definovand ako miera vplyvu odozvy i-teho pozorovania na predikciu,

o1
b — QUi

= 2.
=5 (23)

¢ V kontexte jednoduchej regresie sa vypocita zo vztahu

1 )2
hZ:7+ n<$’L x)_Q )
n Zk=1($k_$)

z korého vidiet, ze h; € [%, 1] a zavisi od vzdialenosti hodnoty prediktora od jeho prie-
meru.

e Pri viacndsobnej regresii pakova sStatistiku vyjadrime ako diagonalny prvok orto-
projekénej matice H (hat matriz). Ak na linedrny regresny model pozerame ako na

o7
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specidlny pripad linedrneho vyhladzovania (¢ize vazeného priemeru, kde vahy zdvisia od
prediktorov), A
y=X=XX'X)"X"y
N —— —
H

potom prave H je t4 matica, ktord obsahuje vahy. Takze znovu, vezmic do tvahy vse-
obecnu definiciu (2.3), potom
h; = {H};
o Stucet diagondlnych prvkov sa rovna poc¢tu parametrov (stupriov volnosti linedrneho mo-
delu), df =tr(H) =p+ 1.
¢ Podla jednoduchého zauzivaného pravidla mé i-te pozorovanie vyrazny pakovy efekt
vtedy, ked h; > 225,

22
o Alternativne sa na identifikdciu da pouzit tzv. Cookova vzdialenost D, = o ff)az [(17}17,”2]

ktora indikuje pakovy efekt ak (pre velké n) D, > 1.

Tlustracia (leverage)
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- Z obrézku vpravo vidno, Ze bezny outlier (bod 20) nemé vyrazny pékovy efekt, naopak
bod 41 je odlahly nielen v odozve ale i hodnotou prediktoru, ¢o je vyrazne rizikova
kombinacia pre vznik pakového efektu.

2.6.6 Kolinearita

¢ Kolinearita predstavuje situaciu, ked dva alebo viac prediktorov navzajom spolu tzko
stuvisia.

e Linedrnu regresiu komplikuje preto, lebo je naro¢né oddelit efekt jednotlivych premen-
nych na odozvu.

Priklad (kreditky)

« Modelujme zadlZenie (balance) drzitelov kreditnej karty pomocou premenngch ako
vek (age), povolené preCerpanie (limit) a odhad schopnosti splacat tver (credit
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Zatial¢o prvé dva prediktory spolu takmer nekorelujt, posledné dva st korelované
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Ako sa to prejavi na modelovani suvislosti dlhu a jednotlivych dvojic? Na nasle-
dujtcom obrazku je zobrazenie oboch modelov v priestore parametrov (v rozsahu
4-SE(P)) s izotiarami RSS.
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Vlavo je optimum jednoznaé¢ne uréené bodom (0.173, —2.3), avSak vpravo vidiet celé
idolie bodov s hodnotami RSS blizko minimu. To znamend vyssiu citlivost na stibor
udajov, ked mala zmena v pozorovanych tidajoch sposobi velkd zmenu v odhadoch
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parametrov (pozdiZ toho tdolia) a to az do takych hodnét, napr. (—0.1,4), ktoré

by sme sotva ocakavali (a dokazali interpretovat).

1lm(Balance ~ Age + Limit, ISLR2::Credit) |>

summary () [> coef()
pander: : pander ()

|> round(3) |>

Im(Balance ~ Rating + Limit, ISLR2::Credit) |[>
summary () |> coef() |> round(3) |>

pander: :pander ()

Std.  t va- Sl tom
Bstimat@ror  lue  Pr(>t]) Estimat&rror  lue  Pr(>[t])
(Intercept) - 13.83 X 0 (Intercept) - 45.25 - 0
173.4 3.957
Age - 0.672 - 0.001 3775 8.343
& 9991 ) 3407 ' Rating 2.202 0.952 2312 0.021
Limit 0173 0005 34.5 0 Limit 0.025 0.064 0.384 0.701

¢ Kolinearita teda redukuje presnost odhadu parametrov, t.j. zvysuje ich standardni chybu
a znizuje testovaciu Statistiku v t-teste vyznamnosti, takze menej ¢asto (nez v 95%)
dokdzeme zamietnut nulovt hypotézu Hy: 8; = 0 ked v skutocnosti neplati — tzn. znizuje
stlu testu.

e Dolezitost vyznamnych prediktorov je tak v désledku kolinearity zamaskovana, tazsie
odhalitelna.

¢ Jednoduchym sposobom detekcie kolinearity je pohlad na korela¢ni maticu prediktorov.
Ten zial nefunguje v pripade kolinearity troch a viac premennych, teda multikolinearity.

o IstejSou cestou je vypocet tzv. faktoru inflicie rozptylu (variance inflation factor, VIF),
ktory predstavuje pomer rozptylu parametra 3; v plnom modeli ku rozptylu v modeli,
kde je §; jedinym prediktorom.

e NajnizSou moznou hodnotou VIF je 1 (ziadna kolinearita). Zauzivanym pravidlom je
spozorniet, ked VIF prekroc¢i hodnotu 5 alebo 10.

o Prakticky sa vypocita pomocou vztahu

1

2
1—R% |\

VIF(3;) =

kde Rgﬂ x . Je koeficient determindcie regresného modelu zdvislosti X; od ostatnych
J =J
prediktorov. Ten bude v pritomnosti kolinearity blizko 1, takze VIF velmi narastie.
¢ Na kolinearitu st dve jednoduché riesenia:
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— vynechat z regresie jednu z problémovych premennych (kedze je z hladiska infor-
macnej hodnoty nadbytocénd),

— skombinovat korelujice premenné do jedného (no stile este interpretovatelného)
prediktoru.

Priklad (kreditky)

lm(Balance ~ Age + Rating + Limit, ISLR2::Credit) |[>
car::vif() |[|>
round(2) |[>
rbind(VIF = _) |>
pander: :pander ()

Age Rating Limit
VIF 1.01 160.7 160.6

e Vysoka hodnota VIF indikuje, Ze jedna z premennych Rating a Limit je prebytoc¢n4,
a staci ju z regresie vylacit.

1lm(Balance ~ Age + Limit, ISLR2::Credit) [>
car::vif() [|>
round(2) |[>
rbind(VIF = ) |[>
pander: :pander ()

Age Limit
VIF 1.01 1.01

2.7 Zaver

Na zaciatku sme si ako analytici polozili sedem otézok. Teraz, s novymi znalostami ich vieme
zodpovedat:

1. Ezistuje vztah medzi rozpoctom na reklamu a odbytom?
Viacnéasobnou regresiou a vypoc¢tom vysokej hodnoty F-statistiky (nizkej p-hodnoty) sme
ziskali dokaz o ich vztahu.

2. Aky je silny?
Podla R? taky model vysvetluje takmer 90% variability odbytu.
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. Ktoré médid su za to zodpovedné?

Testy vyznamnosti parametrov modelu ukazuji na reklamu v TV a radiu.

. Aky silng je ich vztah (z hladiska reklamy) ku odbytu?

Interval spolahlivosti ukazuje na zmenu v odbyte medzi 43 az 49 jednotiek v pripade TV
a medzi 172 az 206 jednotiek v pripade radia s kazdou zmenou rozpoctu na reklamu (v
danom médiu) o 1,000 USD.

. Ako presne dokdzZeme predpovedat odbyt?

Ak chceme predpovedat odbyt v konkrétnom meste, pouzijeme predikény interval. Na-
opak, na urcenie neistoty predpovede strednej hodnoty (priemerny odbyt na vsetkych
trhoch) je potrebny konfiden¢ny interval.

. Je vobec ich vztah linedrny?

Pomocou grafu pozorovanych vs. predpovedanych hodndt sme zistili, ze linedrny regresny
model (a predpoklad aditivity) je nedostacujuici ...

. Nie je medzi médiami synergia?

... pretoze prediktory pdsobia v pozitivnej interakcii. S rastom rozpoctu pre TV rastie
efekt radia na odbyt (aj v opa¢nom poradi). Po rozsireni modelu stc¢inovou bazovou
funkciou nie je v grafe rezidui badat uz ziaden podozrivy, systematicky vzorec spravania,
a aj R? vzrastlo z 90% na takmer 97%.

62



3 Prevzorkovanie (resampling)

3.1

3.2

Uvod

Prevzorkovacie metédy st nenahraditelnym nastrojom modernej Statistiky.

Pomocou jednoduchého triku dokézu ziskat dalsie informéacie o odhadovanom modeli.
Trik spociva v aproximdcii nahodného vyberu zo zdkladného suboru pomocou ndahodného
vgberu z trénovacej vzorky tdajov.

Hoci st vypoctovo narocnejsie ako tradicné metédy (ktoré predpokladaju asymptotické
vlastnosti zloziek modelu), pretoze vyzaduji mnohondsobné opakovanie odhadu, tak
vdaka pokroku vo vykone vypoctovej techniky nie je tdto nevyhoda uz velmi obme-
dzujuca.

Preberieme si dve najcastejsie pouzivané metédy resamplingu:

— kriZovi validdciu, ktorou sa dd napr. odhadnut testovacia chyba (vyhodnotenie mo-
delu, angl. model assessment) alebo zvolit vhodny stupen flexibility (vyber modelu,
angl. model selection), a

— bootstrap, ktorou sa okrem dalSich vyuziti urcuje miera presnosti odhadu parametrov
modelu.

Krizova validacia

Vieme uz, zZe testovacia chyba vyjadruje presnost predpovede odozvy pre nové pozorova-
nia prediktorov (teda pre tie, ktoré neboli pouzité na trénovanie).

Za model sa da zarucit, len ak ma nizku testovaciu chybu.

Testovacia chyba sa d& odhadnit pomocou na-to-vyhradenej testovacej vzorky. T vsak
casto nemame k dispozicii, pretoze vsetky dostupné pozorovania sa pouzili na tréning
modelu a nové neboli zozbierané. Zaroven odhad trénovacej chyby je nespolahlivou nah-
radou, pretoze testovaciu chybu vyrazne podhodnocuje.

Su vsak pristupy, ako testovaciu chybu odhadntt z trénovacej vzorky.

— Jeden z nich na to ide matematickou korekciou trénovacej chyby. Budeme sa mu
venovat inde — v ramci metéd vyberu prediktorov.

— Druhy pred odhadom modelu odéleni zo siboru pozorovani ¢ast, ktort nasledne po-
uzije ako testovaciu vzorku. To je aj pripad krizovej validacie (cross-validation, CV)
a dvoch jej metdd, ktoré preberieme nizsie, po predstaveni jednoduchsej metédy.
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o Krizova validacia sa spravidla pouziva na jeden z nasledujtcich cielov:

— odhad hodnoty testovacej chyby (na vyhodnotenie kvality modelu),
— najdenie minima testovacej chyby ako funkcie flexibility modelu (pre vyber vhod-
ného kandidata spomedzi modelov jednej triedy).

3.2.1 Metéda jednej validacnej sady (validation set)

¢ V najjednoduchsej z metéd druhého pristupu sa dataset ndhodne rozdeli na trénovaciu
a validacnu vzorku (iba raz).

¢ Predikcie modelu natrénovanom na prvej vzorke sa porovnaju s druhou a vypocita sa
stredna chyba. V pripade regresnej tlohy je to najcastejsie MSE.

123 n

!

7 22 13 91

Priklad (autd)

e V kapitole o linedrnom regresnom modeli sme pouzili F-test na posiidenie prediké-
nej schopnosti polynomickej regresie druhého ¢i dokonca az piateho stupna. Tento
pristup vyuzival iba trénovaciu vzorku a polyném 5 stupna este oznacil za uzitoc¢ny.
7 interpretacného hladiska vSak mame problém uz aj s kvadratickou funkciou.

e Teraz, ked je k dispozicii valida¢na vzorka, porovndme modely z hladiska odhadu
testovacej MSE.

o Na obréazku vlavo je zobrazend MSE pre 10 modelov (s roznymi stupnami polyno-
mickej funkcie) odhadnutych na rovnakej trénovacej vzorke a vyhodnotenych na
rovnakej validacnej vzorke. Je vidiet priblizny tvar pismena U a minimum niekde
v bode 6 alebo 7, ale priebeh dava tusit velka variabilitu v odhade MSE.

e Aby sme ziskali predstavu o rozsahu neistoty urcenia MSE touto metddou, skiisime
nédhodné rozdelenie stiboru tdajov do trénovacej a validac¢nej vzorky zopakovat 12-
krat. Vysledok je na obrazku vpravo. Jediné, ¢o sa z neho da vytusit, je to, zZe
linedrny model mé systematicky najvyssiu chybu.
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# Function to
# 1. split the data proportionaly into training and evaluation sample,
# 2. fit the linear model given by formula to training set,
# 3. calculate MSE based on evaluation set.
# in: formula - formula defining relationship among variables,
# data - data frame to split
# proportion - numeric value in [0,1] interval, proportion of training s
# out: numeric value of MSE
mse_validset_lm <- function(formula, data, proportion = 1/2, seed = sample(1
n <- nrow(data)
set.seed(seed)
ind <- 1:n %in}, sample(n, size = n*proportion)
train <- datalind,]
valid <- datal[!ind,]
fit <- Im(formula, train)
yname <- names(fit$model) [[1]]
RSS <- sum((valid[[yname]] - predict(fit, newdata = valid))~2)
df <- nrow(valid) - length(fit$coefficients)
RSS / df

# 1 split, 10 polynomials of certain degrees
tibble: :tibble(
degree = 1:10,
MSE = sapply(degree, function(x) mse_validset_lm(mpg ~ poly(horsepower, x)
ISLR2: :Auto,
seed = 2))
) 1>
ggplot() + aes(x = degree, y = MSE) +
geom_line() + geom_point() +
scale_x_continuous(n.breaks = 10) +
ylim(16, 26.5)
# 12 splits, 10 models
set.seed(1234)
replicate(n = 12, local({
seed <- sample(1000, 1)
sapply(1:10, function(x) mse_validset_lm(mpg ~ poly(horsepower, x),
ISLR2: :Auto, seed = seed))
9
) >
t() |> as.data.frame() |>
setNames(1:10) |>

ample to the wl

000,1)) {

dplyr: :mutate(replication = 1:dplyr::n()) [>
tidyr::pivot_longer (-replication, names_to = "degree", values_to = "MSE",
names_transform = forcats::as_factor) [>

gegplot() + aes(x = degree, y = MSEQScolor = replication, group = replication) +

geom_line(show.legend = FALSE) +
ylim(16, 26.5)
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o Metéda jednej validacnej sady je jednoduchd (koncepéne aj implementacne), ale mé dve
nevyhody:

— Odhad testovacej chyby ma velky rozptyl, t.j. velmi zavisi od ndhody pri rozdeleni
suboru na dve vzorky.

— Iba cast tdajov sa vyuzije na trénovanie modelu. Ak je vsak trénovang na mensom
pocte bodov, valida¢na chyba mé tendenciu nadhodnocovat testovaciu chybu, ktori
by mal model trénovany na celom datasete.

o Tieto nevyhody sa snazia eliminovat metédy krizovej validdcie (pomocou aritmetického
priemeru).

3.2.2 Vynechanie jedného pozorovania (leave-one-out CV )

e V metdde, pre ktort sa zauzivala skratka LOOCV, sa vytvori n réznych dvojic vzoriek,
pricom v kazdej tvori validac¢ni vzorku jediné pozorovanie a trénovacia vzorka obsahuje
zvys$nych n — 1 pozorovani. (To znamend, Ze v i-tej trénovacej vzorke je vynechané i-te
pozorovanie.)
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Pre kazdu z n dvojic vzoriek sa natrénuje model, vypocita predikcia (v jedinom bode) a
z nej MSE,

MSE, = (yz - Z}z’)Q-

Jednotlivé MSE,; su sice vdaka vyliceniu i-teho pozorovania z trénovacej vzorky pri-
blizne nevychylenym odhadom, no kedze st vypocitané z jedinej hodnoty, maji velmi
velky rozptyl.

Variabilitu takychto MSE znizime priemerom. Odhad testovacej chyby bude mat tvar

_ 1
MSE, =~ MSE,
i=1

Oproti metéde jednej validacnej sady ma LOOCV okrem nizsieho rozptylu aj dalsie
vyhody:

— mensia vychylenost (na trénovanie s zakazdym pouzité takmer vsetky pozorovania,

takze skutoénu chybu az tak velmi nenadhodnocuje),
— stalost visledku (pretoze delenie na trénovaciu a valida¢ni vzorku uz nie je ndhodné).

Naopak nevijhodou LOOCYV je vypoctovd ndrocnost, pretoze model musi byt odhadnuty
az n-krat.
V pripade linearneho modelu vsak existuje jednoduchéa skratka k vysledku,

n ~ N2
ar AN~ (%
wsE, =3 (Y)

1=1
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https://robjhyndman.com/hyndsight/loocv-linear-models/

pri ktorej staci urobit jediny odhad modelu a to na celej vzorke. Z neho st vypocitané
stredné hodnoty y; a diagondlne prvky h, matice vdhovych koeficientov (hat matrix)
H vyjadrujice relativnu velkost pakového efektu. Rezidud bodov s vysokym pakovym
efektom su tak dostatocne nafiknuté, aby vztah mohol platit.

Priklad (autd)

e Priklad z predoslej casti zopakujeme pre LOOCV metédu.

e Subor udajov Auto obsahuje zdznamy o 392 autdch, a bez pouzitia efektivnejsej
verzie pre linedrny model by vypocet MSE pre vsetkych 10 regresnych modelov
trval priblizne 8s (na CPU z roku 2020).
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H OH HF OH OHF H OH R

(General version)
Function that for every observation from data repeats the following steps
1. fit the linear model given by formula to training set,
where the one particular observation is ommited,
2. calculate MSE based on prediction for the ommited observation,
and calculates average MSE.
in: formula - formula defining relationship among variables,
data - data frame of observations
out: numeric value of MSE

mse_loocv_lm <- function(formula, data) {

+
#

# Function, that implements the effective version of LOOCV, valid for linear

n <- nrow(data)
y <- formula |> _[[2]] [> as.character() |> getElement(data, name = _)
df <- formula |> terms() [|> attr("term.labels") |> length() [> (T+7)(1)
MSE <- sapply(l:n, function(i) {

Im(formula, datal-i,]) [>

predict(newdata = datali,]) [>

C-) LD 1>
=)@

1)

mean (MSE)

(Effective version)

mse_loocv_1lm <- function(formula, data) {

n <- nrow(data)

fit <- 1lm(formula, data)
eps <- residuals(fit)

h <- hatvalues(fit)

mean ((eps/(1-h))~2)

repeat for 10 models

system.time (
dat_mse <- tibble::tibble(
degree = 1:10,
MSE = sapply(degree, function(x) mse_loocv_lm(mpg ~ poly(horsepower, x),
ISLR2: :Auto))

)
) |> _["elapsed"] |> round(1) |> cat("time: ", a = _, "s")
# display

dat_mse |>

ggplot() + aes(x = degree, y = MSE) +
geom_line() + geom_point() +
scale_x_continuous(n.breaks = 10) ©9y1im(16, 26.5)

# built-in implementation of the general version:

#
#
#

glm(mpg ~ poly(horsepower, 1), data = ISLR2::Auto) [>
boot::cv.glm(data = ISLR2::Auto) |[>
_$deltali]

models.
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3.2.3 k-nasobna (k-fold CV)

Videli sme, ze metdda jednej validacnej sady

— vedie k nadhodnotenym strednym chybam (high bias), pretoze model je natrénovany
iba na polovici pozorovani.

— Zaroven hodnoty velmi fluktuuji s ndhodnym vyberom trénovacej vzorky, pretoze
MSE nie je spresnené ziadnym priemerovanim.

Ten druhy problém by séasti riesilo vyhodnotenie (validdcia) MSE do kriza, ¢ize druhéd
chyba MSE by sa vypocitala zamenenim roli trénovacej a valida¢nej vzorky, a potom by
sa obe MSE spriemerovali.

Na prvy i druhy problém odpoveda metéda LOOCYV, ktord model zakazdym odhaduje
z takmer celej sady pozorovani, takze odhad MSE je takmer nevychyleny. AvSak v do-
sledku vysokého prekrytu trénovacich vzoriek st jednotlivé hodnoty MSE velmi korelo-
vané, takze rozptyl strednej MSE je vysoky (high variance).

Kompromisné riesenie problému vysokého vychylenia odhadu MSE na jednej strane a
vysokého rozptylu na druhej strane (bias-variance trade-off) poniika metéda k-ndsobnej
krizovej validdcie (k-fold CV).

Jej princip spociva v ndhodnom rozdeleni stiboru pozorovani na k vzoriek (skupin, folds)
priblizne rovnakej velkosti. Nésledne v j tom kroku cyklu (z celkového poctu k) sa j-
ta vzorka oznadi za valida¢nu a vSetky zvysné spolu za trénovaciu, odhadne sa model,
vypocitaju predikcie a chyba MSE;. Vysledkom je priemer z k odhadov MSE,

k
MSE, = 2 MSE;
]:

ol e
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o Je zjavné, ze volba k = 2 vedie k priamemu rozsireniu metédy jednej validac¢nej sady na
validaciu do kriza, zatialco na opac¢nom konci spektra je Specialnym pripadom metoda
LOOCV, ak k = n.

e Presné urcenie hodnoty k nie je nijak zasadné, standardne sa zvykne volit £k = 5 alebo
k = 10. Vyhoda oproti LOOCYV je nielen v zniZeni rozptylu, ale aj mensej vypoctovej
naroc¢nosti. Navyse pri tomto pocte skupin sa vypocet da efektivne paralelizovat a tym
(na viac-vldknovych procesoroch) este vyraznejsie zredukovat vypocétovy cas.

Priklad (autd)

o Priklad z predoslych casti zopakujeme pre k-nasobnii CV.

o Na obrazku vlavo je jeden odhad MSE pre 10 linearnych modelov s réznym stupiom
polynomickej funkcie a £ = 5. St velmi podobné odhadom pomocou LOOCV.

e Na obrazku vpravo je vypocet zopakovany 12-krat. Vysledky sa lisia v désledku
nahody vo vybere pozorovani do jednotlivych skupin, no ich rozptyl je podstatne
mensi nez v pripade metédy jednej validacnej sady.
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# Function that uses boot::cv.glm to split observations into K folds and rep
# 1. fit the linear model given by formula to training set,
# where one particular fold is ommited,
# 2. calculate MSE based on predictions for the ommited fold,
# and calculates average MSE.
# in: formula - formula defining relationship among variables,
# data - data frame of observations
# K - integer, number of folds
# out: numeric value of average MSE
mse_kfold_1m <- function(formula, data, K = 5) {

glm(formula, data = data) |> boot::cv.glm(data = data, K = K) [> _$deltall
3

# single run
set.seed(1)
tibble: :tibble(
degree = 1:10,
MSE = sapply(degree, function(x)
mse_kfold_lm(mpg ~ poly(horsepower, x), data = ISLR2::Auto)
)
) 1>
ggplot() + aes(x = degree, y = MSE) +
geom_line() + geom_point() +
scale_x_continuous(n.breaks = 10) + ylim(16, 26.5)
# 12-times repeat
replicate(n = 12, sapply(1:10, function(x)
mse_kfold_lm(mpg ~ poly(horsepower, x), ISLR2::Auto)
) |>
t() |> as.data.frame() |>
setNames(1:10) |>
dplyr: :mutate(replication = 1:dplyr::n()) [>
tidyr::pivot_longer(-replication, names_to = "degree", values_to = "MSE",
names_transform = forcats::as_factor) |[>
ggplot() + aes(x = degree, y = MSE, color = replication, group = replicati
geom_line(show.legend = FALSE) +
ylim(16, 26.5)
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3.3

Bootstrap

Bootstrap metdda je nesmierne uzitoény statisticky nastroj, ktory umoznuje kvantifiko-
vat neistotu Statistického odhadu.

Napriklad v linedrnej regresii sa d4 pouzit na odhad Standardnych chyb parametrov
modelu. (To sa sice nemusi zdat velmi uzitoéné, kedze pozname explicitné matematické
vztahy na ich vypocet, tie vsak platia iba vtedy, ak st splnené urcité predpoklady mo-
delu.)

Sila bootsrap spociva v tom, Ze sa da aplikovat na Siroké spektrum statistickych metdd,
a to aj takych, ktoré neumoznuji jednoduché vyjadrenie miery variability (a t4 potom
nie je ani sticastou vystupu Statistického softvéru).

Nézov pochadza z frazy “pull oneself up by one’s bootstraps” pouzitej v pribehu o dob-
rodruzstvach baréna Présila (Adventures of Baron Munchausen):

The Baron had fallen to the bottom of a deep lake. Just when it looked like all was
lost, he thought to pick himself up by his own bootstraps.

Aj princip metédy bootstrap mdze vyvolavat pochybnosti, ale — na rozdiel od barénovho
sposobu zachrany — v skutoc¢nosti aj funguje.

3.3.1 Princip

Ozna¢me nase pozorovania (jednu realizdciu ndhodného vyberu zo zdkladného stiboru)
ako Z a Statistiku, ktori potrebujeme urcit (napr. parameter modelu alebo stredni
hodnotu odozvy), oznacme symbolom «.

Na zdklade jednej sady tdajov dokdzeme odhadniit iba strednt hodnotu &.

Na urcenie variability odhadu « potrebujeme poznat dalsie informaécie o jeho rozdeleni
pravdepodobnosti. Tu mame dve moznosti:
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— budeme verit predpokladu o tomto rozdeleni (napr. ze je gaussovské) a pouzijeme
vztah pre vypocet standardnej chyby platny za podmienky tohoto predpokladu,

— ziskame dal$ie stbory pozorovani Z', Z2% .., ZN, pomocou nich odhadneme
at,a?,...,a"N a z nich standardni chybu SE(q).

o Prva moznost predstavuje asymptoticky pristup, ktory sa v statistike aplikuje oddéavna,
v mnohych pripadoch napr. vyuziva centrdlnu limitni vetu na zaistenie predpokladu
normality pri vic¢sej vzorke.

e Druhd moznost je v praxi problematicka, pretoze ziskanie novych pozorovani byva eko-
nomicky nakladné, niekedy aj nemozné. Preto sa vyuziva iba v simulacnych stididch,
kedy je zndme rozdelenie (alebo zdkladny subor), z ktorého boli pozorovania ziskané.
Vécsinou je to nejaky model.

« Co vsak robit v redlnej $tudii, kedy nové pozorovania nemame a o splneni predpokladov
pochybujeme alebo ich na odhad presnosti nevieme pouzit?

e Riesenim je zdkladny sibor aprorimovat existujicim siborom pozorovani Z a ndhodnym
vyberom (s opakovanim) ziskat rovnako velké vzorky Z*',Z*', ..., Z*B. Z nich sa vypo-
¢itaji odhady a*t,a*?, ..., &*B, ktoré tvoria podklad vzorkovacieho rozdelenia (sampling
distribution) odhadu Q.

Tlustracia (bootstrap)
Nasledujtci obrazok ilustruje bootstrap metédu pre n = 3.
Obs | X Y
3 |53 |28 .
a
1 43 (24
3 53 |28
Obs 1 X Y Obs | X Y
1 |43 |24 B L L e
2 |21 | ? i; ;j
53 |28 - 1=
t
Original Data (Z) .
Obs | X |Y A%p
&
2.1 |11
2.1 |11
1 43 (24

« Pomocou vzorkovacieho rozdelenia vieme urcit rozne vlastnosti rozdelenia odhadu &, ako
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napr.

v , , ~ B ~s = = B~y
— standardni odchylku SE(q) = \/ﬁ Yo (@ —a%)?, kde aF = = Do A,
— 95% interval spolahlivosti [072‘2.5%),072‘97.5%”, kde &E‘p%) predstavuje p-ty percentil
(bootstrap percentile).
e V pripade dat s komplexnejSou struktirou, ako st napr. ¢asové rady, je nutné postup
prisposobit. V pripade staciondrnych casovych radov napr. tak, ze sa data rozdelia do

blokov a ndhodny vyber (s opakovanim) sa vykond na nich namiesto na jednotlivych
pozorovaniach.

3.3.2 Priklady

Tlustracia (investovanie)

¢ Predstavme si, Ze chceme investovat urciti jednotkovi sumu penazi do dvoch financ-
nych aktiv, z ktorych jedno déva vynos (return) X a druhé Y. Oboje st ndhodné
premenné s normalnym rozdelenim a mierne spolu koreluju.

e Do aktiva s vynosom X investujeme ciastku «, do Y zas ¢iastku 1 — a.

e Pretoze s vynosmi je spojend premenlivost, chceme zvolit « tak, aby sa minimali-
zovalo celkové riziko (t.j. rozptyl) nasej investicie.

e Derivaciou celkového rozptylu

var(aX + (1 —a)Y) = a?0% + (1 — )%} + a(l — a)oyy

podla a, kde sme oznaéili 0% = var(X) a oyy = cov(X,Y), a poloZzenim derivicie
do nuly dostaneme vztah
2
Oy —0xvy

T 2.2 9
Ox T 0y Oxy

e Rozptyly a kovariancia st v praxi nezname, daji sa vsak odhadntf z minulych
pozorovani vinosov. Z odhadov 6%, 6%, 7 yy dostaneme i odhad a.

o KedZe v nasej ilustracii pozname (zdruzené) rozdelenie X a Y, tisickrat vygeneru-
jeme subor 100 parov hodndt vynosov a pre kazdy sibor vypocitame odhad hodnoty
podielu a.

¢ Potom vsak jeden z tychto siiborov povazujeme za sibor pozorovani a z neho po-
mocou bootstrap metédy s poétom prevzorkovani B = 1000 vypocitame hodnoty
ar.

e Na obrazkoch je zobrazené samplovacie rozdelenie nahodnej premennej a, vliavo po-
mocou ndhodnych vyberov zo zakladného siiboru, vpravo pomocou ndhodnych vy-
berov z jedného takého stiboru. Vidno, ze hoci odhad strednej hodnoty, @ (modra),
sa nachddza “iba viac-menej blizko” skutocnej strednej hodnoty « (¢ervend), rozptyl
bootstrap vzorky je velmi podobny tomu zo simulécii.
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n <- 100
# Distribution of alpha based on samples from true population

# number of data points and data sets
N <- 1000
# Function to construct bivariate covariance matrix from standard deviation
make_cov_matrix <- function(sd = c(1,sqrt(1.25)), cor = 0.5/prod(sd)) {
diag(sd) %*% cbind(c(l,cor), c(cor,1)) %x*% diag(sd)
}
# Function to calculate ratio alpha from bivariate covariance matrix.
make_alpha <- function(cov) {
(cov[2,2] - cov[1,2]) / (cov[1l,1] + cov[2,2] - 2*cov[1,2])
}
# Function to generaten pairs from 2D normal distribution with mean vector '
simulate_data <- function(n, mu = c(0,0), cov = make_cov_matrix()) {
X1 <- rnorm(n)
X2 <- rnorm(n)
cor <- cov[1,2]/sqrt(cov[l,1]*cov[2,2])
X3 <= cor * X1 + sqrt(l-cor~2) * X2
data.frame(X = mu[1] + sqrt(cov[1,1]) * X1,
Y = mu[2] + sqrt(cov[2,2]) * X3)
# alternatively: mvtnorm::rmvnorm(n, mu = mu, sigma = cov)
¥
# simulate values of alpha
sim_alpha <- make_cov_matrix() |> # theoretical covariance
simulate_data(n = n, cov = _) [> # generate random data
cov() |> # estimate covariance
make_alpha() |> # calculate alpha
replicate(n = N) # repeat
# display hsitogram with true value of alpha indicated
sim_alpha |>
data.frame(alpha = _) [>
ggplot() + aes(x = alpha) +
geom_histogram(bins = 20, color = "white") +
geom_vline(xintercept = make_cov_matrix() |> make_alpha(),
color = 2, linewidth = 1) +
ggtitle("Simulation")
# Distribution of alpha based on bootstrap samples

B <- 1000
# single data set of observations
set.seed (1)
dat <- simulate_data(n = 100)
# Function to make 'n' random drawings from 'data'.
resample_data <- function(data, n) {
ind <- sample(nrow(data), size = n{b6replace = TRUE)
datalind,]
}
# make sampling distribution of alpha
boot_alpha <- dat |[>
resample_data(n = 100) |>
cov() [|>
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rbind(alpha = c(true = make_cov_matrix() |> make_alpha(),
sim = mean(sim_alpha),
boot = mean(boot_alpha)),
SE = c(true = NA,
sim = sd(sim_alpha),
boot = sd(boot_alpha))
) |> round(3)

true sim boot
alpha 0.6 0.602 0.639
SE NA 0.081 0.071

Priklad (autd)

e Naposledy sa vratime k modelovaniu dojazdu auta pomocou vykonu motora a porov-
name odhady standardnych chyb parametrov linedrneho modelu metédou bootstrap
s odhadmi odvodenymi analyticky na zdklade predpokladov.

o Tentokrat vyuzijeme vstavanu funkciu boot zo zédkladného balika boot, pre ktoru je
iba potrebné pripravit funkciu na vypocet statistiky (jednej alebo viacerych), ktora
nés zaujima.

# Function to calculate parameters of linear regression based on data subset
make_linpar <- function(data, indices) {
1lm(mpg ~ horsepower, data = data, subset = indices) [|> coef()
}
n <- nrow(ISLR2::Auto)
make_linpar(ISLR2::Auto, sample(n, n, replace = TRUE))

(Intercept) horsepower
40.8819444 -0.1627521

77

given by vect«



o Funkcia so vstupom siiboru pozorovani Auto a ndhodnej mnoziny (aj opakujicich
sa) indexov riadkov vrati mierne odlisné odhady ako sme videli v predoslej kapi-
tole. Pre ziskanie miery variability takychto odhadov (vo vSeobecnosti pre ziskanie
vzorkovacieho rozdelenia) je potrebné odhad velakrat zopakovat a z vysledku ziskat
pozadovanu mieru.

B <= 1000

make_linpar(ISLR2::Auto, sample(n, n, replace = TRUE)) |>
replicate(n = B) |[>
apply (MARGIN = 1, sd) [>
rbind(SE = _)

(Intercept) horsepower
SE  0.8463759 0.007384191

e Vstavana funkcia k tomu pridé i strednti hodnotu statistiky odhadnutt z pé6vodného
stiboru (original) a odchylku odhadu strednej hodnoty zo vzorkovacieho rozdelenia
(bias).

boot: :boot (ISLR2: :Auto, make_linpar, R = B)

ORDINARY NONPARAMETRIC BOOTSTRAP

Call:
boot: :boot(data = ISLR2::Auto, statistic = make_linpar, R = B)

Bootstrap Statistics :

original bias std. error
tl* 39.9358610 0.035484127 0.850724147
t2% -0.1578447 -0.000318217 0.007465228

e Porovnajme bootstrap odhad presnosti s odhadom na zaklade predpokladov mo-
delu.

Im(mpg ~ horsepower, ISLR2::Auto) |[>
summary () |>
coef )
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Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 39.9358610 0.717498656 55.65984 1.220362e-187
horsepower -0.1578447 0.006445501 -24.48914 7.031989e-81

« Standardné chyby vypocitané analyticky z predpokladov modelu st zjavne nizsie.
Znamena to chybu v bootstrap metéde?

o Nie. Asymptotické odhady si podhodnotené kvoli nesplnenym podmienkam linedr-
neho modelu: jednak poéitaji s nendhodnostou hodnét prediktorov (t.j. ze vSetok
rozptyl odozvy pochidza zo Sumovej zlozky), jednak skuto¢ny vztah medzi dojaz-
dom a vykonom (podla bodového grafu) je zjavne nelinedrny.
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4 Vyber prediktorov

4.1 Uvod

o Linedrny regresny model ma svoje obmedzenia (aditivita, linearita) ktoré ho znevyhod-
nuju pri predikcii v pripade zlozitejsich vzfahov medzi odozvou a prediktormi. Napriek
tomu je v praxi velmi oblibenym nastrojom — je jednoducho vysvetlitelny (dedukcia) a
prekvapivo ¢asto konkurencieschopny (z hladiska predikcie).

o Ako sme si ukézali, niektoré obmedzenia (aditivita, linearita) sa daji vyriesit rozsire-
nim modelu pomocou vhodnych bazovych funkcii. Neskor sa eSte povenujeme rozsireniu
konstrukcie linedrneho modelu na adaptovanie sa nelinedrnym vztahom (pri zachovani
aditivity).

e Linedrny regresny model sa vsak da vylepsit aj vhodnou metédou odhadu — tak z hladiska
presnosti predpovedi ako aj intepretovatelnosti modelu.

o 7 hladiska presnosti predpovede:

— Ak je skutocny vztah linedrny, potom klasickd metéda najmensich Stvorcov dava
odhad s nizkou vychylkou (bias) a navyse, ak je k dispozicii dostatok dat (n > p),
tak aj s nizkou varianciou.

— Avsak, ak n nie je ovela vicsie ako p, potom odhad méze byt velmi premenlivy a viest
k prehnanému prisposobeniu pozorovaniam (overfitting), ¢o v koneénom désledku
znamena nekvalitné predpovede.

— Nakoniec, ak p > n, tak obycajnd metdéda najmensich Stvorcov sa ani neda pouzit,
pretoZze neexistuje jediné rieSenie (variancia je nekone¢nd).

— Obmedzenim (stlacenim) odhadov parametrov sa da vyznamne zredukovat varian-
cia, a to na ukor iba zanedbatelného ndrastu vijchylky (bias).

o 7 hladiska interpretovatelnosti modelu:

— Viaceré premenné pouzité v regresii nemaju ziaden vzfah ku odozve takze iba zby-
tocne zvysuji komplexnost modelu.

— Ich odstranenie — t.j. stlacenie zodpovedajicich parametrov az na nulu — zlepsi
interpretovatelnost modelu.

— Oby¢ajna MNS prakticky nikdy nevytsti do nulovych odhadov parametrov.

— To je tlohou automatickych metdéd na wvgber podmnoziny relevantngch prediktorov
(feature/variable selection).

80



o Je wvela alternativ ako nahradit obyc¢ajni metédu najmensich stvorcov na odhad modelu.
Je dobré vediet o tychto troch triedach metdd:

— vyber podmnoziny relevantnych prediktorov (subset selection),

— redukcia vplyvu irelevantnych prediktorov (shrinkage),

— transformécia priestoru prediktorov do podpriestoru s véic¢sou informacnou hodno-
tou (dimension reduction).

4.2 Vyber podmnoziny

Niektoré metédy z tejto triedy sme si v kratkosti predstavili uz v kapitole o regresnom mo-
deli.

4.2.1 Metéda hrubej sily

o Uloha vybrat najlepsi z 2?7 moznych linedrnych regresnych modelov uz napohlad (kvoli
mnozstvu kombindcii) nie je trividlna.

e Metdda vyberu najlepsej podmnoziny prediktorov (best subset selection) na to ide hrubou
silou.

e Postup je rozdeleny do dvoch krokov:

1. Pre k=0,1, ..., p zopakovat procedtru:
a) odhadnit (7) modelov, ktoré obsahujii presne k prediktorov,
b) model s najmensim RSS (alebo najvi¢sim R?) oznadit ako M.

2. Spomedzi My, ..., M, vybrat najlepsi model v zmysle jedného z kritérii: krizova
validacia, C,, (AIC), BIC, korigovany R2.

Priklad (kreditky)

o Dataset Credits obsahuje okrem odozvy (Balance) aj 10 dalsich premennych, z
toho jednu kvalitativnu s viac ako dvomi troviiami (Region), takze celkovy pocet
prediktorov je 11.

« Na obrazkoch nizsie st zobrazené hodnoty RSS, resp. R? pre vSetky mozné linedrne
regresné modely. Cervend krivka spaja najnizsie hodnoty pre kazdy poc¢et paramet-
rov.
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e Od modelu s tromi prediktormi je uz zjavne iba minimalne zlepsenie. Tie tri si v

poradi (podla stihrnu nizsie) Rating, Income a Student.

# leaps::regsubsets(Balance ~ ., data = ISLR2::Credit, method = "exhaustive'"

# plot() # broom::tidy()
tab <- leaps::regsubsets(Balance ~ ., data = ISLR2::Credit,
method = "exhaustive", nvmax = 8) |>
broom: :tidy() |>
dplyr: :mutate(across(-(13:16), ~ifelse(.x, "*", "")),
across(13:15, ~ signif(.x, 4)),
across(16, ~ signif(.x, 2))

)

tab |>
pander: :pander ()

Tabulka 4.1: Table continues below

10

(Intercept) Income  Limit Rating  Cards  Age  Education

OwnYes

* *
% *
* * *
% * *
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Tabulka 4.2: Table continues below

StudentYes MarriedYes RegionSouth RegionWest  r.squared adj.r.squared

0.7458 0.7452

0.8751 0.8745
* 0.9499 0.9495
* 0.9536 0.9531
* 0.9542 0.9536
* 0.9547 0.954
* 0.9548 0.954
* * 0.9549 0.954

BIC mallows_ cp
-535.9 1800
-814.2 690
-1173 41
-1198 11
-1197 8.1
-1196 5.6
-1191 6.5
-1186 7.8

e Metéda hrubej sily mé dve hlavné nevyhody:

— vypoctova naro¢nost — napr. pri p = 30 prediktoroch uz treba odhadnitf miliardu
modelov,

.....

sadne na trénovacie data, ale zlyha na testovacich.

4.2.2 Metoda postupného vyberu

e Oproti metdde hrubej sily prejde metdda postupného vyberu ovela mensiu sadu modelov.
o Pri metéde dopredného (forward) vyberu je postup nasledujici:
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1. Odhadnit model bez prediktorov M a pre k£ = 0,1, ..., p — 1 zopakovat proceduru:

a) Odhadnit (p — k) modelov, ktoré obsahuji presne (k + 1) prediktorov.
b) Model s najmensim RSS (alebo najviacsim R?) oznadit ako M.
2. Spomedzi My, ..., M, vybrat najlepsi model v zmysle jedné¢ho z kritérii: krizova
validdcia, C,, (AIC), BIC, korigovany R?*.

e Dopredny vyber zial negarantuje najdenie najlepsieho modelu. Napr. pre p = 3 ak naj-
lepsi jedno-prediktorovy model obsahuje X; a najlepsi dvoj-prediktorovy model obsahuje
X4, X3, potom ten v doprednej procedire nebude vybrany, pretoze M, uz musi obsaho-
vat prediktor X;.

o Alternativna metéda ku doprednej je spatnéd (backward stepwise selection):

1. Odhadnit model so vsetkymi prediktormi M, a pre k = p,p —1,...,1 zopakovat
proceduru:

a) Odhadnut k roznych modelov, ktoré obsahuji presne k — 1 prediktorov z M.
b) Model s najmensim RSS (alebo najvacsim R?) oznadit ako M, ;.
2. Spomedzi My, ..., M, vybrat najlepsi model v zmysle jedného z kritérii: krizova
validacia, C,, (AIC), BIC, korigovany R2.

e Podobne negarantuje ndjdenie najlepsiecho modelu. Neda sa pouzit v pripade n < p.
« DalSou alternativou st hybridné pristupy, ktoré riesia nevyhodu predoslych dvoch a pri
pridavani novych premennych do modelu mézu niektoré neproduktivne aj uberaf.

4.2.3 Kiritéria vyberu optimalneho modelu

¢ Vsetky spomenuté metédy vyberu podmnoziny prediktorov maju jeden krok spoloc¢ny:
vyber modelu, ktory je optimalny z hladiska testovacej chyby. St dva pristupy k jej
odhadu:

— jeden ju nepriamo nahradza kritériami, v ktorych je trénovacia chyba korigovana o
stupne volnosti,

— druhy priamo odhaduje testovaciu chybu pomocou metédy validacnej sady alebo
krizovej validacie.

4.2.3.1 Korekcia trénovacej chyby

e Oznacme k < p ako pocet prediktorov pouzitych v posudzovanom modeli.
¢ Prvym z nepriamych odhadov testovacej chyby, ktory preberieme, je Mallowovo C,,, dané
vztahom

p

1
C, = —(RSS + 2k5?)
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kde 52 je odhad rozptylu chybovej zlozky (zviicsa sa odhadne pomocou plného modelu
s p prediktormi). D4 sa ukézat, ze ak je 62 nevychylenym odhadom o2, potom je aj C,
nevychylenym odhadom testovacej MSE.

o Akaikeho informacné kritérium je zvycajne definované pomocou funkcie vierohodnosti,
ale ak je splneny prepoklad normality chybovej zlozky, potom sit metédy odhadu pomo-
cou maximalnej vierohodnosti a najmensich stvorcov totozné a kritérium je dané rovna-
kym vztahom ako C, (az na nasobnui konstantu). V pripade MNS sa zvykne pouzivat aj
druhy vztah pre AIC, ktory explicitne neobsahuje odhad o?).

e Bayesovské informacné kritérium bolo odvodené z bayesovského pohladu, ale jeho tvar
je nakoniec velmi podobny AIC (a C,, az na nasobnii konstantu),

1 ~
BIC = = (RSS + In(n)ks?)
n
pricom je zjavné, Ze pre n > 7 je penalizicia poc¢tu prediktorov silnejsia nez pre AIC.
« Dalou, softvérmi ¢asto reportovanou mierou je korigovany (adjusted) R?,

RSS/(n—k—1)
TSS/(n—1)

adjR?> =1 —

ktord — na rozdiel od predoslych — s presnostou modelu rastie. A zatialco RSS s po-
¢tom prediktorov vzdy klesd, korekcia RSS/(n — k — 1) moze aj rést a tak penalizovat
prebyto¢né prediktory.

e C,, AIC a BIC maji za sebou starostlivé teoretické zdovodnenie spoliehajice na asymp-
totické (t.j. n — o0) vlastnosti odhadov.

Priklad (kreditky)
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4.2.3.2 Validacia a krizova validacia

e Oproti predoslému pristupu mé tento niekolko vyhod:
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— priamy odhad testovacej chyby,
— menej predpokladov o skutoé¢nom modeli,
— vyuzitie v §irSom spektre tloh (nevyzaduje uréenie stupiiov volnosti ani odhad o?)

e Nevyhoda v podobe vypoctovej narocnosti bola z velkej casti odstranend modernymi
pocitac¢mi.

Priklad (kreditky)

e Priklad s urc¢enim poctu prediktorov pre modelovanie dlhu drzitelov kreditnych
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- Priebeh testovacej chyby (priamym ¢i nepriamym odhadom) je od modelu s tromi
prediktormi velmi stabilny, plochy, takze urcenie minima koliSe od metédy ku metdde
medzi hodnotami 4 az 7, a aj zopakovanim krizovej validdcie by sme pravdepodobne

dostali ini nez aktualne zobrazent hodnotu 6.

e Aby v pripade plochého priebehu testovcej chyby (ako v priklade s kreditkami) nebol
nédhodne zvoleny zbytocne zlozity model, mézeme s krizovou validaciou pouzit pravidio
jednej standardnej chyby:

1. pre kazdy model sa spolu s odhadom MSE vypocita aj jeho standardna chyba
SE(MSE),

2. vyberie sa taky najmensi model, ktory je este v dosahu jednej standardnej chyby
od minima.

o (V priklade s kreditkami by to znamenalo vyber modelu s tromi prediktormi.)
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4.3

Redukcia parametrov (regularizacia)

Met6dy viberu podmnoziny prediktorov pouzivali MNS na odhad jednotlivych modelov
s danou sadou premennych.

Alternativnym pristupom je odhad plného modelu (obsahujticeho vSetkych p prediktorov)
so zavedenim podmienok na parametre, ktoré by stlacali ich odhady smerom k nule.

4.3.1 Hrebenova (ridge) regresia

Ridge regresia rozsiruje MNS o penaliza¢ny ¢len so sii¢tom stvorcov parametrov modelu,
takze ich odhadom

2
R < & S
B = arggnin E (y, =By — Bﬁ@‘j) + )\Zﬁ?
1 J=1

i=1 =

NE—
RSS NIEIE

nedovoli narast do zbytocne velkych hodnét, resp. stlaci vplyv menej délezitych predik-
torov smerom k nule.
Parameter \ urc¢uje pomer vplyvu tych dvoch ¢lenov na odhad regresnych koeficientov:

— ked X = 0, potom je metéda totoznd s MNS,
— a A — 0o sposobi stlacenie odhadu koeficientov az takmer na nulu.

Spravny vyber A je pre tspech metdody kriticky a v praxi sa nan pouziva krizova validacia.
V maticovom tvare sa odhad da vyjadrit vatahom

~R
B =(X'X+ )Xy

z ktorého je vidiet, ze regularizacia je sposobend “hrebenom” (ridge) lambda parametrov
na diagondle penalizacnej matice AL

Ridge regresia ako regularizaéné technika dokéze spresnit odhad MNS preto, ze prenasa
problém bias-variance kompromisu na problém volby A. Hodi sa na pripady, kedy je p
porovnatelne velké ako n, takze odhady MNS maji velky rozptyl (t.j. drobné zmeny v
datach vyvolaju velké zmeny v odhadoch). Ridge regresia dokéze tento rozptyl vyznamne
znizit — za cenu iba malého narastu vychylky.

Priklad (kreditky)
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¢ Oproti metdde hrubej sily ma vypoctovi vyhodu: namiesto mnozstva modelov odhaduje

iba jeden (pre dané \).

4.3.2 LASSO

o Hrebenova regresia mé vsSak aj jednu podstatnd nevyhodu: vplyv irelevantnych premen-
nych nikdy nie je stlaceny dplne na nulu, takze na rozdiel od metéd vyberu podmnoziny
prediktorov, findlny model z hrebenovej regresie bude vzdy obsahovat vsetkych p pred-

iktorov.

e To komplikuje najma interpretaciu modelu.

o Alternativa v podobe metédy LASSO (least absolute shrinkage and selection operator)
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tuto nevyhodu odstranuje a to malou modifikaciou penaliza¢ného c¢lena,

~L

(¢ize zmenou normy ¢, na ;).

¢ Doésledkom je to, Ze hodnoty parametrov moézu klesnit iplne na nulu, ak je A dostatocne

velké.
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¢ LASSO teda moéZeme zaradit aj medzi metédy vyberu premennych.
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4.3.3 Porovnanie
e Odhad LASSO aj ridge regresie sa da preformulovat ako problém hladania minima fun-
kcie RSS(/) na oblasti danej hranicou

— ||1B]]; < s pre LASSO,
= [IBlly < s pre ridge regresiu,

kde troven s mozeme interpretovat ako rozpocet na prerozdelenie medzi parametre.
« Ak je rozpocet dostato¢ne velky na to, aby pokryl odhad MNS, tak minimum je prave v
nom (to je pripad A = 0). V opacnom pripade globalne minimum lezi niekde na hranici.
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Tlustracia (LASSO/ridge)

e 7 geometrického hladiska hranica méa v dvojrozmernom pripade tvar Stvorca
(LASSO) resp. kruhu (ridge). Na obrézku dole je spolu s izo¢iarami RSS.

\

e Vo svetle poslednej formulacie st obe metédy podobné metéde vyberu najlepsej pod-
mnoziny (t.j. hrubej sily), ktord minimum RSS(/) hladd na oblasti Z§:1 I(8; #0) < s,
kde I znaci indikac¢ni funkciu. V pévodnej formulécii zodpovedd penalizacnému clenu
)\Z;):l 18,]° s konvenciou 0° = 0.

o Aby odhady okrem ladiaceho (tuning) parametra A nezéaviseli aj od mierky jednotlivych
parametrov, je potrebné hodnoty prediktorov vopred vydelit standardnou odchylkou (aby

mali jednotkovy rozptyl), ¢ize v regresii pouzit pozorovania Z,; = r,;/5 x .
J

o Ak okrem skélovania na jednotkovy rozptyl hodnoty prediktorov aj centrujeme (aby mali
nulovi strednti hodnotu) — spolu sa tato transformdcia nazyva standardizdicia — potom
By = y a centrovanim odozvy mozno zmensit priestor hladanych parametrov o .

« Standardizéaciu robi softvér automaticky.

¢ Ani jedna z regularizaénych metéd nie je vo vSeobecnosti lepsia, nez t4 druha. Ridge je
vhodnejsia v pripade, ze kazdy prediktor ma aspon minimalny vplyv na odozvu, zatialco
LASSO predpoklada absenciu vplyvov niektorych premennych.

e V pripade korelovanych prediktorov ridge stldca parametre tejto skupiny spolocéne, za-
tialco LASSO ma4 tendenciu uprednostnit jeden prediktor pred ostatnymi.
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o 7 vypoctového hladiska si vdaka efektivnym algoritmom obe metédy podobne narocné
ako MNS.

¢ LASSO aj hrebenova regresia st Specidlnymi pripadmi tzv. elastickej siete s penalizacnym

¢lenom
P 11—« 5
A3 (57 sy
Jj=

ktora spaja vyhody oboch !. Napr. v pripade skupiny korelovanych prediktorov nastave-
nie a = 0.5 mé tendenciu vybrat alebo vynechat celt skupinu.

e Parameter @ ma aj stabiliza¢ni funkciu: napr. elastickd siet s a blizkou 1 sa sprava
ako LASSO, ale zaroven odstranuje anomalie spésobené extrémnymi koreldciami medzi
prediktormi.

Priklad (autd)

e Stubor tudajov ISLR2::Auto obsahuje niekolko vlastnosti 392 automobilov: dojazd
(mpg), pocet valcov (cylinders), zdvihovy objem (displacement), vykon (horsepo-
wer), hmotnost (weight), zrychlenie (acceleration), rok uvedenia modelu (year), po-
vod (origin) a nakoniec ndzov modelu (name).

o Nech dojazd je odozva, potom regularizacnou metédou elasticka siet (prakticky
LASSO) odhadnime linedrny regresny model so vSetkymi premennymi zo stiboru
okrem néazvu modelu.

o Funkcia glmnet z baliku glmnet odhadne model na predvolenej mriezke hodndt .
Na grafe vlavo je namiesto nich na osi x zobrazeny pocet nenulovych parmetrov
(hore) a ich suc¢ty v absolitnej hodnote (dole).

X <- model.matrix(mpg ~ . - name, data = ISLR2::Auto)[,-1] # without ones
y <- ISLR2::Auto$mpg
glmnet::glmnet(x = X, y = y, alpha = 0.99) |[>
plot(label = TRUE)
set.seed(12)
cvfit <- glmnet::cv.glmnet(x = X, y = y, alpha = 0.99)
plot(cvfit)

!Uvedend parametrizicia je ¢asto implementované v softvéroch, ako napr. v baliku glmnet systému R.
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o Vhodny pocet parametrov (resp. vhodni hodnotu \) je objektivnejsie zvolit minima-
lizaciou testovacej chyby (odhadu pomocou krizovej validécie). Podla grafu vpravo
by sme mali zvolit model so siedmimi prediktormi (minimum indikované zvislou ¢ia-
rou vlavo), ale uplatnenim pravidla jednej Standardnej chyby uprednostnime model
so 4 prediktormi.

cvfit[c("lambda.min","lambda.1se")] [> unlist() # column left
fit <- glmnet::glmnet(x = X, y = y, alpha = 0.99, lambda = cvfit$lambda.lse)
coef (fit) # column right

8 x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix

s0
(Intercept) -6.459341529
cylinders
lambda.min lambda.lse displacement .
0.004622949 0.702647151 horsepower  -0.006472496
weight -0.005411354
acceleration
year 0.601425571
origin 0.633118032

e Parametre st v povodnej mierke prediktorov, takze sa z nich priamo daji vypocitat
predikcie. Napr. pre model s vykonom 100 koni, vahou 3000 libier, rokom uvedenia
(19)80 a pévodom z USA.
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list (horsepower = 100, weight = 3000, year = 80, origin = 1) [|>
with(c(
manual = -6.46 - 0.00647+horsepower - 0.00541*weight + 0.601*year + 0.63
built_in = fit |>
predict(newx = cbind(NA, NA, horsepower, weight, NA, year, origin)) |>
Im = 1lm(mpg ~ horsepower + weight + year + origin, ISLR2::Auto) |[>
predict(newdata = as.list(environment())) |> unname()
)) 1>

rbind(prediction = _) # just a cosmetics

manual built_in Im
prediction 25.376 25.40651 25.65319

e Ak by rovnaky model auta bol vyvinuty v Japonsku, podla modelu by mal stredny
dojazd dlhsi o 2 - 0.63 = 1.26 mile na galén paliva. Tu treba poznamenat, ze pre-
menna origin je nespravne povazovand za numerickil premenni. Vopred mala byt
prevedend na datovy typ factor

o Na zaver eSte porovnajme vyber premennych s VIF faktorom vsetkych pévodnych.
Vidno, ze (aspon v tomto pripade) LASSO viedlo k vyliceniu ¢asti premennych
v multikolinearite s ostatnymi, pricom vo vyslednom modeli si prediktory ovela
menej prepojené.

list(
full = lm(mpg ~ . - name, ISLR2::Auto) |> car::vif(),
selected = 1lm(mpg ~ horsepower + weight + year + origin, ISLR2::Auto) [|> g

) 1>

lapply(round, dig = 1)
$full
cylinders displacement  horsepower weight acceleration yea
10.7 21.8 9.9 10.8 2.6 1.
origin
1.8
$selected
horsepower weight year origin
4.5 4.9 1.2 1.5
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5 Za hranicami linearity

5.1

5.2

Uvod

Linearny regresny model, na ktory sme sa dosial zameriavali, ma vyhodu v jednoduchej
interpretdcii. Ale ak modelovany vztah nie je ani pribliZzne linedrny, jeho predpovednd
schopnost je slaba.

V predoslej kapitole sme videli, ako sa d& presnost linedrneho modelu zlepsit redukciou
komplexnosti (zdsadne znizit varianciu na tikor malého zvysSenia vychylky) a tym zlepsit
aj jeho interpretovatelnost.

V druhej kapitole sme zas predstavili elegantny sposob ako model pomocou bazovych
funkcii rozsirit o nelinearitu v premennych pri zachovani linearity v parametroch. Tym
sa jednak zvysila presnost aproximacie nelinearnych vztahov, jednak interpretovatelnost
ako-tak udrzala.

V nasledujicej Casti si ukdzeme jednu uzitoc¢nu triedu bazovych funkcii, ktord vedie ku
tzv. regresnym splajnom.

Potom sa na splajny pozrieme z opac¢ného pohladu ako na neparametricka triedu vyhla-
dzovacich metéd.

Nakoniec oba pristupy vyuzijeme v jednoduchom rozsireni do priestoru viacerych pred-
iktorov pri zachovani aditivity.

Regresné splajny

Najpopuldrnejsimi bazovymi funkciami v regresii s mocninové funkcie, ktoré vedu k
polynomickej regresii

Y =6y + B X+ B, X2+ ...+ B, X +e.

Hoci model umoznuje vystihntt az extrémne nelinearny priebeh funkcie, v praxi sa nepou-
Ziva stupen ¢ vacsi ako 3 alebo 4, pretoze pri viac¢som vznikaju ¢udesné tvary — obzvlast
na hraniciach hodn6t X, kde je variancia predikcii najvacsia.

Tymto spésobom vsak model nelinedrnej funkcii vnucuje globalnu struktaru.

Namiesto toho mézeme rozsah prediktoru X rozbit na intervaly (bins) ohrani¢ené K
uzlami (knots) a na kazdom zvlast odhadnit nejaky polyndém.

Taka trieda linedrnych modelov sa nazyva regresné splajny a v nasledujucich castiach st
popisané najcastejsie volby bazovych funkcii.
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5.2.1 Konstantné

o Najjednoduchsim regresnym splajnom je po castiach konstantna funkcia (step function)

Y = Bo+ b1l 6)(X) 4 Balie, ) (X) + o + B e, o) (X) + €
kde ako bazova funkcia pre jednotlivé intervaly je pouzitd indikacnd funkcia

1 aka< X <b
1 X)= -
) () {0 inak

e Prvy parameter je interpretovany ako strednd hodnota pre prvy (referencny) interval,
By = E(Y|X < &), a dalsie parametre ako priemerny prirastok odozvy ku 3, pre zodpo-
vedajuici interval.

e Samozrejme, ako referencny interval moze byt zvoleny ktorykolvek iny nez prvy. No
takisto nemusi byt ziaden, ak prvi bazovi funkciu zmenime z by(X) = 1 na by(X) =
1(_00’51)(X)'

o Takymto konstantnym splajnom sa spojity prediktor X prakticky nahradil ordindlnou
kategorickou premennou.

e Volba uzlov musi byt urobend vopred. Najcastejsie

— rovnomernym rozmiestnenim v rozsahu premennej X alebo
— prirodzenym umiestnenim do bodov, kde dochddza ku zmene priebehu skutocnej
regresnej funkcie.

Priklad (mzda)

o Subor udajov ISLR::Wage obsahuje prijem (v tisicoch USD) a demografické udaje
muzov stredovychodu USA.

o Modelujme prijem pomocou veku pomocou globalneho polynému 4. stuptia (obréa-
zok vlavo) a konstantnym regresnym splajnom s rovnomernym rozmiestnenim uzlov
(obr. vpravo).
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e Hoci stupnovita funkcia nemé v tomto pripade takt dobrt aproximac¢na schopnost
ako polynomicka vyssieho stupna, interpretacia parametrov je ovela lahsia: prie-
merny ro¢ny plat muzov do 34 rokov je 94,000 dolarov (41, 500), pricom napr. muzi
v seniorskom veku majui iba o 7,600 USD vyssi (s pomerne vysokym rozptylom).

lm(wage ~ cut(age, 4), ISLR2::Wage) |>
summary () |>

coef() |>
signif(2)
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 94.0 1.5 64.0 0.0e+00
cut (age, 4)(33.5,49] 24.0 1.8 13.0 2.0e-38
cut(age, 4)(49,64.5] 24.0 2.1 11.0 1.0e-29
cut(age, 4)(64.5,80.1] 7.6 5.0 1.5 1.3e-01
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5.2.2 Linearne

e Ak konstantny priebeh v jednotlivych intervaloch na popis vztahu nestaci, polyném
nultého stupna moézme nahradit linedrnym,

V= 8- {(1,X)® (1, 1jg, ) (X): gy g (X)s os Lig o0 (X) ) | 2
Bri1X + BryoXlig e \(X) + oo+ Bogy1 X g, o) (X) ¢

(kde ® je vonkajsi sucin vektorov, kritené zatvorky znacia rozlozenie matice do vektora
po riadkoch) a vysledna funkcia bude po castiach linedrna, no vo vseobecnosti stéle
nespojita.

o Spojitost sa da zaviest K podmienkami (constraints) na uzloch splajnu, napr. v regresnej
rovnici

Y =8+ B8 X+ B(X =& )+ oo+ B (X —Ek) +e
By + 51 X ak X <&

_ (Bo — Ba&y) + B X S <X <& L

(Bo — Zj; Bi&) + BxaX g <X

pomocou bézovej funkcie (X —¢;), = max(0, X —§;), ktord centruje okolo uzlu a zdola
orezava nulou.

e Zavedenim K podmienok v linedrnom splajne klesol pocet parametrov o K.

o Interpretacia parametrov je stdle pomerne jednoduchd, sklon linedrneho segmentu v j-
tom intervale sa rovna f3; a (pomyselny) priese¢nik s vertikédlnou osou je dany vSetkymi
predoslymi parametrami az po f3;.

Priklad (mzda)
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dat <- ISLR2::Wage # |> dplyr::slice_sample(n = 100)
grid <- modelr::seq_range(dat$age, 100) |>
data.frame(age = _)

# —-—- discontinuous ---

# function to discretize continuous variable by breaking into bins
# in: x - numeric vector to be discretized
# knots - numeric vector of breaks (without extremes)
# - single integer, number of breaks
# out: character vector indicating intervals
make_ind <- function(x, knots) {
min <- floor(min(x)); max <- ceiling(max(x))
if (length(knots) == 1 & is.integer(knots)) {
cut(x, knots + 1, right = FALSE, include.lowest = TRUE)
} else {
cut(x, c(min, knots, max), right = FALSE, include.lowest = TRUE)
X
b
# example use:
# make_ind(1:10, 3)
# make_ind(1:10, 3L)

fitl <- dat |>
dplyr::mutate(ind = make_ind(age, 3L) |> as.factor()) |[>
lm(wage ~ ind*age, data = _)

grid [>
transform(ind = make_ind(age, 3L)) |[>
modelr::add_predictions(fitl, var = "wage") |[>

ggplot() + aes(x = age, y = wage) +

geom_point(data = dat, size = 0.2) +

geom_line(aes(group = ind), linewidth = 1, color = 4)
# --- continuous -——-

# function to round a vector as much as possible while keeping elements dist
# in: x - numeric vector
# add - integer, number of digits by which to increase precision (or ded
# out: numeric vector
round_but_keep_different <- function(x, add = 0) {

x [>diff () [> absO [> min() [> 1ogl0O) [> (C=")(O) [|> ceiling() [> (T+7)

round(x, digits = _)

example use:
c(1.2345, 1.2456, 1.2356) |> round_but_keep_different(add=1) # (1.23 1.2
c(1.2345, 1.2456, 1.2356) |> round9But_keep_different(add=1) # (1.234 1.

H OH H Y

# function to apply truncated linear basis function to predictor
# in: x - numeric vector, values of predictor

# knots - numeric vector of breaks (without extremes)

# - single integer, number of interior breaks

# out: data frame, one column for each knot

I T . Y - . N r

inguishable

rease if negat:

add) |>

5 1.24)
246 1.236)
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10 Estimat&rror  lue  Pr(>[t|)
ind[49,64.5) 92 20 4.5 7e-  (Intercept)l .4 83 017 0.86
06 age 3.4 0.28 12 7.9e-
ind[64.5,80.1]200 81 24 0.015 33
age 3.1 0.36 8.6 9.3e- max(34) -3.1 0.4 -7.7  1.8e-
18 14
ind[33.5,49):a8e7 0.45 -6.1 1.le- max(49) -043 0.36 -1.20.24
09 max(64) -2.3 0.91 -2.5  0.012
ind[49,64.5):a88 049 57  le
08
ind[64.5,80.1:4¢e 1.2  -3.8 0.00014

5.2.3 Kubické

e Linearna lomena funkcia je vyhodna najmé vtedy, ked v jednotlivych intervaloch potre-

bujeme nadvézujice a lahko interpretovatelné modely.

o Hladky, po c¢astiach definovany polyném dosiahneme zvysSenim jeho stupna. Kvadraticky
sice zabezpecuje spojitost aj v prvej derivacii, ale az kubicky spojity splajn so spojitymi
druhymi derivaciami v uzloch je vizudlne dokonale hladky. (Spojitost vyssieho stupna uz
Tudsky zrak nepostrehne.)

* Spojitost do m-tej derivacie v uzle X = ¢; sa dd dosiahnuf pridanim bazovej funkcie
(X =& = max (0, X — §j)m, tzv. truncated-power basis do polynomickej regresnej
rovnice m-tého stupna.

e Spojity kubicky splajn s K uzlami mé teda tvar

Y =By + B X + 8o X + B XP + By(X —&)2 + . + B 3(X —Ex)3 +¢
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o Kubicky splajn ma vsak rovnakt nevyhodu ako globalny polyném vyssieho stupna: ne-
prijemné krutenie (a vacsi rozptyl) na oboch koncoch.

e Riesenim je tzv. prirodzeny splajn, ktory vznikne zavedenim dalsich hrani¢nych podmie-
nok, a sice linearity na hrani¢nych intervaloch (¢ize pred prvym a za poslednym uzlom).

¢ Definicia prirodzeného kubického splajnu je uz komplikovanejsia,

K
Y =0 +5X+ Zﬁjﬂ (djfl(X> - dK<X>> +é,
k=1

(X —&)i — (X =&)d
ff(+1 _‘éj

kde d;(X) = pre j=0,..,K

a &y, {1 s extrémy pozorovanych hodndt X.

Priklad (mzda)

Aby bol rozdiel v sirke pasu spolahlivosti medzi kubickym a prirodzenym kubickym splaj-
nom zjavnejsi, subor idajov o mzdach bol ndhodne zredukovany.

—_— NaiuralCubic Spline
— Cubic Spline
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o Funkcie truncated-power bazy nemaji nosi¢ (support, nenulovi ¢ast) definovany lokélne,
¢o mobze viest ku korelacii medzi bazovymi funkciami a tak aj ku numerickej nestabilite
pri odhade. Preto sa v softvéroch pouzivaju radsej iné — stabilnejsie, napr. B-spline.

5.2.4 Volba poctu uzlov

e Regresny splajn je najohybnejsi okolo uzlov, preto prirodzenou volbou je umiestnit viac
uzlov tam, kde je vzfah odozvy a prediktoru dynamickejsi.

e V praxi sa vsak ¢asto uzly umiestnuji rovnomerne — do kvantilov rovnomerného rozde-
lenia — a to bud zadanim ich poc¢tu alebo stupriamsi volnosti.
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o Kubicky splajn ma K + 3 + 1 stupniov volnosti, zatialco prirodzeny kubicky o 4 mene;j.

e V softvéroch zvycajne pocet stupnov volnosti nezahina absolitny clen.

e Samotnd volba poctu (uzlov alebo stupnov) je bud vizudlna alebo pomocou krizovej
validacie.

5.3 Vyhladzovanie

5.3.1 Vyhladzovacie splajny

e Videli sme, ze regresny splajn sa vytvori volbou mnoziny uzlov, nasledne vytvorenim
sekvencie bazovych funkcii a nakoniec odhadom parametrov linearneho modelu.

e Iny pristup vedie k tzv. vyhladzovaciemu splajnu (smoothing spline): hladdme funkciu
g, ktord vystihuje pozorované déta v zmysle nizkeho RSS a zdroven je hladka. (Ak by
sme ¢ nijak neobmedzili, minimalizacia RSS d6jde az ku nule a povedie ku interpolacnej
funkcii.)

e Formalne teda hladame také g, ktoré minimalizuje vyraz

n

Z(yi_g(xi»Q-f—)\/g”(t)th

i=1

pozostavajuci zo stratovej funkcie (loss function) RSS a ¢lenu penalizujiceho krivost
funkcie. Parameter \ reguluje kompromis vychylky a rozptylu (bias-variance).

o D& sa dokazat, ze riesenim tejto optimalizacnej ulohy je prirodzeny kubicky splajn s
uzlami vo vsetkiych bodoch siboru pozorovani, x,...,x,,.

o Treba vsak poznamenat, ze nejde presne o regresny splajn, ale o jeho zrazenu verziu,
pricom \ urcuje troven zrazenia (shrinkage).

e S tolkymi uzlami by mal prirodzeny regresny splajn prili§ vela stupnov volnosti, no
parameter A € [0,00) reguluje drsnost funkcie a tym aj tzv. efektivne stupne volnosti,
df, € [n,2).

5.3.2 Lokalna (vazena) regresia

e Inym pristupom k vystihnutiu nelinedrneho vztahu odozvy a prediktoru je obmedzit
trénovaciu vzorku pre zvoleny model na pozorovania z blizkeho okolia bodu z, (bodu
predpovede). Presnejsie povedané, upravit velkost vplyvu pozorovani na odhad g(x)
podla blizkosti ku z,.

o Preto sa definuje vahova funkcia K (z;,x), nazyvana tiez jadrova (kernel) funkcia, ktora
najvzdialenejsim pozorovaniam z,; priradi nizku hodnotu (az nulu), a naopak blizkym
pozorovaniam vysoku vahu.
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o Formalne, lokalne vazena regresna funkcia je definovana ako odhad

g(x) = b(z) - B(x,),

kde b(z) je vektor bazovych funkcii a parametre 5 viazané na z, si odhadnuté vazenou
metddou najmensich stvorcov,

2

A S K ()

Blay) = argmin 3
B(xo) =1 ijl K(Ijvx(])
—— ettt

normovana vaha

To znamenad, ze pre vypocet kazdej jednej predikcie je nutné odhadnit model nanovo.
Preto lokdlna regresia patri medzi metédy zalozené na paméti (memory-based).

Pri lokéalnej regresii je potrebné zvolit:

— bazové funkcie (zvy¢ajne mocninové po stupen 2),
— typ vdhovej funkcie K,
— miera dosahu vahovej funkcie (sirka pasma, bandwidth) h.

Jadrova funkcia funkcia sa najcastejsie voli ako

— hustota rovnomerného rozdelenia U(—h/2,h/2),

hustota normélneho rozdelenia N(0, h),

— indikaénd (napr. pre mnozinu urc¢itého poctu najblizsich susedov),
— trikubické, alebo tzv. Epanechnikova.

Ak je napr. jadrova funkcia definovana tak, ze priradi nenulovi a rovnaku vahu iba
k najblizsim pozorovaniam, a ¢ je konstantna funkcia, potom dostavame tzv. regresni
metédu k-najblizsich susedov.

Ilustracia (lokalna regresia)

e Prva dvojica obrazkov ilustruje volbu konstantnej funkcie g, vlavo s indikac¢nou
jadrovou funkciou (regresnd metéda k-najblizsich susedov), vpravo s jadrovou fun-
kciou, ktord zvyhodiiuje blizsie pozorovania. Zelenou farbou je odhad g, modrou
funkcia, z ktorej boli generované déta.
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Nearest-Neighbor Kernel Epanechnikov Kernel
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e Na dalsich dvoch obrazkoch je znazornend predikcia v dvoch bodoch pomocou line-
drnej funkcie g a jadrovej funkcie gaussovského typu. Modrou farbou je skutocna
regresna funkcia, z ktorej boli generované pozorovania, oranzovou je zobrazeny od-

had g(x).

5.3.3 Trieda linearnych vyhladzovacich modelov

o Vsetky spomenuté metédy (od globalnych regresnych funkcii, cez splajny po lokalnu
regresiu) patria do triedy linedrnych vyhladzovacich modelov (linear smoothers), kde

104



deterministickd cast je dana funkciou

a vahy st funkciou prediktoru. (Ci uz ako skaldrna funkcia w alebo vektorova w.)

Tlustracia (linedrna regresia)

o Napr. linedrny regresny model (s odhadom parametrov metédou najmensich Stvor-
cov) mé podmienent stredni hodnotu v tvare

f(z) 1t Bzx

+ By(z — )

%Zl@lz—ﬂ)(ffz—@ I

|
=)

i

—
Il
3

I
SI— 3|~ =

Il
3
S|+
N
—
+
—
8
|
&
w}‘g\
|
8
S~—
~
S

1=1 UX
w(w, )
= b(z) (X’X) ' X'y

kde b(z) = (1, z) je vektorovd bizovd funkcia, ktord bola samozrejme pouzité aj na
zostavenie regresnej matice, ¢ize pre jej i-ty riadok plati vztah {X}, = b(z;).

o Ak z vektorovej vdhovej funkcie po riadkoch (pre kazdé pozorovanie) poskladdme vdhovi
maticu W, ¢ize {W}, = w(zx;) — v kontexte linedrnej regresie sme ju nazyvali “hat mat-
rix” — potom moézme odhadnuté (alebo vyhladené) hodnoty odozvy v bodoch pozorovani

zapisat vztahom
y =Wy

a pomocou nej vyjadrit efektivne stupne volnosti
n

df = tr(W) = Z{W}u
i=1

alebo vypoctovo rychly odhad testovacej chyby metédou krizovej validacie s jednoprvko-
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54

vymi valida¢nymi sadami (LOOCYV)

~ 2
1< - — flx;
MSE:nZ(fZ—{J;v(}D '

i=1

Aditivny model

Videli sme, ze linedrne vyhladzovacie modely zovSeobeciuji jednoduchii linedrnu regre-
siu.

Rozsirenie o dalsie prediktory je mozné, ale vo vSeobecnosti (najmé pri neparametric-
kych metédach) nardza na zndmy problém nedostatku dat so zviac¢Sujicim sa poctom
premennych (curse of dimensionality).

Kompromisnym riesenim je skombinovat aditivitu linedarnych regresnych modelov s pris-
posobivostou linearnych vyhladzovacich modelov v rdmci triedy aditivnych modelov. Naj-
jednoduchsi p-rozmerny ma tvar

Y:50+ij(Xj) +e
=1

a umoznuje vybudovat celkovy model z prispevkov jednotlivych prediktorov osobitne
pomocou nelinearnych funkcii f;, ktoré dostali ndzov parcidlna odozva/reakcia (partial
response).

Nejednoznacnost viacerych konstantnych c¢lenov v jednom vzfahu riesi konvencia
E[f;(X;)] = 0 pre vsetky j.

Ak su vSetky funkcie linearne v parametroch, potom sa dé aj celkovy aditivny model
odhadntit pomocou jednoduchej MNS (pretoze je tiez linedrny v parametroch). Napr.
vtedy, ak by boli f; zvolené z triedy globalnych polynémov alebo regresnych splajnov.
Vo vieobecnosti sa viak obyc¢ajnd MNS nedd pouzit.

Aditivny model sa odhaduje pomocou jednoduchej itera¢nej metdédy s ndzvom backfitting.
Nou sa v kazdom kroku cyklu pomocou vyhladzovacej metédy (8 ) aktualizuje funkcia
(f) vzdy iba pre jeden prediktor (X, ostatné st fixované), pricom odozvou su tzv.

parcidlne rezidud (y; — Z#k fi(w), Yi).

Algoritmus (backfitting)

B

J;

while

1 n
o i Vi
—Oprej=1,...,p

(3 1f; — g5l > 0) {
for (k=1,...,p) {

k -~ .
yz(' =y - 2 Ji(wiy) predi=1,..,n
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g, < Sy ~ )
9}:(33) — g(x) — % Z;Ll 9(Tip)
Jr < 9
}
}
return (BO, fl, ...,fp)

o Pre velku triedu linedrnych vyhladzovacich modelov &, je backfitting totozny s Gauss-
Seidelovym algoritmom rieSenia Specidlnej linedrnej sastavy rovnic.
e Aditivny model ma niekolko vyhod:

— umoznuje automaticky odhad nelinearnej funkcie pre kazdy prediktor zvlast, bez
potreby manudlneho skiSania mnozstva transformécii (t.j. bazovych funkcii) indi-
vidualne na kazdy prediktor,

— potenciédlne presnejsie predpovede oproti linedirnemu modelu (ak je skuto¢ny vztah
nelinedrny),

— vdaka aditivite moznost skiimat efekt kazdého prediktoru zvlast (vratane vyjadrenia
stupnov volnosti),

o Aditivita mo6ze byt aj nevyhodou, avsak podobne ako pri linedrnom modeli, aj tu je
mozné interakeny ¢len pridat ako novy prediktor X; X, pripadne sa da do rovnice zaradit
interakénd funkcia f;, (X, X)) ako dvojrozmerny linedrny vyhladzovaci model (napr.
thin-plate spline, tensor spline, dvojrozmerné jadrové vyhladzovanie a pod.).

¢ Aditivny model predstavuje uzito¢ny kompromis medzi linedrnym modelom a plne nepa-
rametrickymi modelmi (boosting, random forest a pod.).

Priklad (mzda)

¢ Opéat modelujme vysku mzdy, no tentokrat nielen pomocou veku zamestnanca, ale
aj pomocou roku zdznamu a stuptia dosiahnutého vzdelania (ordindlna kvalitativna
premennd s uroviami od “< HS grad” az po “Advanced Degree”).

e Jednou moznostou je odhadntut aditivny model ako linedrny s pouzitim bézovych
funkcii regresnych splajnov.

fitl <- lm(wage ~ splines::ns(year, df = 4) + splines::ns(age, df = 5) + edu
data = ISLR2::Wage)
fitl |> coef()

(Intercept) splines::ns(year, df = 4)1

46.949491 8.624692
splines::ns(year, df = 4)2 splines::ns(year, df = 4)3
3.762266 8.126549
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splines::ns(year, df = 4)4 splines::ns(age, df = 5)1
6.806473 45.170123

splines::ns(age, df = 5)2 splines::ns(age, df = 5)3
38.449704 34.239237

splines::ns(age, df = 5)4 splines::ns(age, df = 5)5
48.677634 6.557265

education2. HS Grad education3. Some College
10.983419 23.472889

educationd4. College Grad

gam:
=
noo©@
“
o
5 «
(]
>
g g
=
Q
£ ©
S
w
§ o
= M
]
S
o
B =
b
e o
I
S
)
-8

lm(wage ~ year + splines::ns(age, 5) + education, data =
anova(fitl)

1. <HS Grad

38.313667

educationb. Advanced Degree

62.553971

Metoda zobrazenia plot. Gam zohladniuje hierarchiu parametrov a zobrazi parcidlnu

odozvu na jednotlivé premenné.

:plot.Gam(fitl, se = TRUE, col

2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

year

3. Some College

education

= 4)

=5)

splines::ns(age, df

5. Advanced Degree

10

-20

-40

age

Podla grafu by parcidlna reakcia na prediktor year mohla byt linedrna funkcia.

Overime to testom.
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Analysis of Variance Table

Model 1: wage ~ year + splines::ns(age, 5) + education
Model 2: wage ~ splines::ns(year, df = 4) + splines::ns(age, df = 5) +
education
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 2989 3694885
2 2986 3691919 3 2966.4 0.7997 0.4939

e Okrem regresnych splajnov je mozné zapojif aj vyhladzovacie splajny ¢i lokalnu re-
gresiu. To umoznuje az implementacia zovseobecneného aditivneho modelu (GAM),
funkcia gam::gam. Metéda summary. Gam testuje linedrnu (parametrickd) a nepa-
rametricku zlozku zvlast, takze sa da jednoducho posudit, ¢i st stupne volnosti
zvolenej vyhladzovacej metédy adekvatne (metéda anova.Gam zobrazi iba vysle-
dok testu vyznamnosti neparametrickej zlozky).

library(gam) # necessary to load due to inaccountable behaviour of "gam::s"
gam: :gam(wage ~ s(year, df = 4) + s(age, df = 5) + education,
data = ISLR2::Wage) |>
anova() # summary()

Anova for Nonparametric Effects
Npar Df Npar F Pr(F)

(Intercept)

s(year, df = 4) 3 1.086 0.3537

s(age, df = 5) 4 32.380 <2e-16 *x*x

education

Signif. codes: O 'x*x' 0.001 'x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

e V poslednom GAM modeli je uz nastavena linedrna parcidlna odozva na prediktor
year a pre ilustraciu pouzitd lokdlna regresia na vystihnutie efektu age. Specifikiciou
vyhladzovacieho parametra span (podiel okolia z, na celkovom pocte pozorovani)
sa interne pouzije funkcia stats::loess.

gam: :gam(wage ~ year + lo(age, span = 0.3) + education,
data = ISLR2::Wage) |>
plot.Gam(se = TRUE, col = 4)
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6 Diskrimininativne metddy klasifikacie

6.1 Uvod

o Predpovedanie kvalitativnej (kategorialnej) ndhodnej premennej sa nazyva klasifikacia.
o Pouzitie beznej (napr. linedrnej) regresie na modelovanie kvalitativnej odozvy mé prilis
vela nevyhod, najma:

— konverzia viachodnotovej kvalit. na kvantitativou vnuti poradie jej hodnotam,

— ordinalnej premennej sa konverziou vniti vzdialenost medzi hodnotami,

— bindrna premennd sa sice d4 zmysluplne reprezentovat hodnotami {0,1}, ¢o si
extrémy pravdepodobnosti, no linedrnou regresiou by vznikli aj predpovede mensie
ako 0 a vdcsie ako 1.

e V tomto kurze preberieme metédy klasifikacie zalozené na modelovani rozdelenia prav-
depodobnosti. Ostatné metédy st skor népliiou volitelného predmetu Hibkovd analjza
udajov a strojové ucenie v 2.roc¢niku I-MPM.

e Pravdepodobnostné klasifikatory sa delia na dve skupiny modelov:

— diskriminativne — pomocou podmienenej pravdepodobnosti (napr. logisticka regre-
sia, k-najblizsich susedov)

— generativne — pomocou zdruzeného rozdelenia a bayesovej vety (napr. line-
arna/kvadratickd diskriminac¢nd analyza, naivny bayesovsky klasifikator)
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Discriminative Generative

6.2 Logisticka regresia

6.2.1 Modelovanie pravdepodobnosti

 Logistickou regresiou modelujeme pravdepodobnost, Ze bindrna odozva Y (nech ' (Y) =
{¢1, ¢y }) nadobudne jednu z dvoch hodnét, teda napriklad Pr[Y = ¢;|X].

o Konkrétne, ak Y je typ prevodovky, hodnota c¢; predstavuje triedu manudlnych prevo-
doviek a X napr. hmotnost vozidla.

« Standardne potom predpoved p(X) > 0.5 znamend zatriedenie do skupiny ¢;.

o Prakticky sa hodnoty Y prekédujii na 0 a 1 (tak ako pri indika¢nych premennych), takze
modelujeme pravdepodobnost p(X) = Pr(Y = 1|X).

e Modelovanie pomocou linedrnej regresnej funkcie

p(X) = by + 0, X
je mozné, ale vedie k neinterpretovatelnym hodnotam.

Priklad (autd)

o Modelujme vztah medzi typom prevodovky (odozva) a hmotnostou vozidla (pred-
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iktor) na zdklade siboru pozorovani mtcars pomocou linedrnej regresie.

plot(am ~ wt, mtcars, pch=20, xlim = c(1,6), ylim = c(-0.3,1.3))
Im(am ~ wt, mtcars) |> abline(reg = _, col = 4, 1lwd = 2)
legend("topright",

legend = c("data", "y=1.5-0.35x"),

pch=c(20,NA), 1ty=c(0,1), col=c(1,4), lwd = c(NA,2)

)
o e data
- 7] y=1.5-0.35x
g w0 _|
T o
g — 000

wit

6.2.2 Transformacia

o RieSenim je transformovat priamku (linedarnu funkciu) tak, aby sa zmestila do [0,1]:

1. Aplikovanim exponencialnej funkcie ziskame dolné ohranicenie.

2. Hyperbolickou funkciou f(z) = —%+ na intervale (0, 00) dostaneme ziadané ohrani-

z+1
¢enie (0,1).
e Pravdepodobnost je tak vyjadrena tzv. logistickou funkciou
eb1+ba X

P = T

o Plati p (—Z—;) = 0.5 (prah Kklasifikicie) a s rasticim |by| je prechod cez prah strmsi.
Konkrétne, po zderivovani p(X) a uprave dostaneme

’ _ b2
p'(X) —P(X)W
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takze v bode poloviénej pravdepodobnosti bude smernica dotycnice p’ (—2—;) = %2.

Priklad (autd)

e Teraz rovnaky vztah medzi prevodovkou a hmotnostou vyjadrime pomocou logis-
tickej funkcie so zvolenymi hodnotami parametrov.

plot(am ~ wt, mtcars, pch=20, xlim = c(1,6), ylim = c(-0.3,1.3))
plot (function(x) exp(15-5*x)/(1+exp(15-5*x)), from = 1, to = 6, add=T, col =

abline(h = 0.5, 1lty="dashed")
abline(a = 15/4+1/2, b=-5/4, lty="dotted", col = 4)
abline(v = 15/5, 1lty="dotted", col = 4)
legend ("topright",
legend = c("data", expression(paste(b[1]==15,", ", b[2]==-5))),
pch=c(20,NA), 1ty=c(0,1), col=c(1,4), lwd = c(NA,2)
)
o e (data
o b, =15,b,=-5
R N
T o
o | D
o n °ee
T T T — T T
1 2 3 4 5 6

wt

o Prah klasifikdcie (rozhodovacia hranica) pre poloviéni pravdepodobnost je bode
wt = —15/(—5) = 3 a dotyc¢nica v tom bode mé sklon p’(3) = —5/4.

6.2.3 Sanca

o Podelenim pravdepodobnosti jej doplnkom dostaneme tzv. sancu (odds), ¢o je hodnota
v intervale [0, 00). Je zndma najmé zo stavkovania.
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e Napr. pravdepodobnost 0.2 zodpoveda Sanci 19'022 = 1/4, ¢ize iba 1 auto s manudlnou

prevodovkou ku 4 autam s automatikou.
o Logaritmus sance (log odds, logit) je linedrnou funkciou prediktoru X,

p(z) — ebitbom

1 —p(x)

p(z) \ _ .
1“(1—p<x>)"’1+b2

¢ To znamena, ze

— zvjSenie x o 1 zmeni Sancu e’2-ndsobne,
— zmena v pravdepodobnosti zavisi uz aj od hodnoty =,
— ak by, > 0, potom p(x) je rastica funkcia (a naopak).

6.2.4 Odhad parametrov

o Odhad parametrov b, by by sa dal urobit nelinearnou metédou najmensich stvorcov, ale
lepsie statistické vlastnosti mé vsSeobecnejsia metéda — metéda maximélnej vierohod-
nosti.

e Vierohodnostna funkcia

3

L(by,by) = HPT(Y =y;| X =x;)

%

Hp(xi)yi (1—plz,) "
= II »=o T (1 —=p(z)

iy =1 :y;=0

3 |l

vychddza z hustoty Bernouliho rozdelenia (Specidlny pripad binomického, pre jediny po-
kus).

« Standardne sa vierohodnostna funkcia zlogaritmuje, derivacie podla parametrov polozia
nule a riesi ststava rovnic. Zial, presné riesenie nedokézeme explicitne vyjadrit, preto sa v
takych pripadoch hladéd priblizné riesenie pomocou Newtonovej metdédy: zacne Startova-
cimi hodnotami parametrov a podla velkosti a smeru gradientu sa pohybuje po povrchu
log-vierohodnostnej funkcie.

o V kontexte logistickej regresie je tento postup rovnaky ako iteracné pouzitie vazenej
met6dy najmensich Stvorcov (iteratively re-weighted least sqares):

1. Definujme logit funkciu g(p) = log 1%, potom

— model je v tvare g(p) = b; + by,
— pravdepodobnost p(z) = g 1(b; + by7) a
— rozdelenie odozvy Y| X ~ Binom(l,p(m)) s varianciou V(p) = p(z)(1 — p(x)).
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2. Zdalo by sa, ze mozeme priamo urobif linedrnu regresiu g(Y') podla X, samozrejme
vazenu, pretoze rozptyl je premenlivy. Problém je, ze g(0) = —oo a g(1) = oo.
Obideme to Taylorovym rozvojom

gy) = z=gp)+ (y—p)g ()
=b; +byx+ (y—p)g'(p)

kde Z sa stane nasou pseudo-odozvou. Pritom, ak st parametre spravne, plati
E[Y|X = z] = p takze (y — p) by mal byt Sum s nulovou strednou hodnotou avsak
s premenlivym rozptylom var[Z|X = z] = var[(Y —p)g’'(p)| X = z] = (¢’ (p))ZV(p).
Na odhad by, b, je teda nutné pouzit vazeni MNS.

3. Tteracny cyklus zacina pouzitim Startovacich hodnét by,b, na vypocet hodndt
pseudo-odozvy z; a ich vah. Tie vzapéti pouzije na vypocet presnejsich hodndt

by, by atd.

Priklad (autd)

e Rovnaky priklad s hmotnostou wt a typom prevodovky am:

fit <- glm(am ~ wt, mtcars, family = "binomial")
fit
Call: glm(formula = am ~ wt, family = "binomial", data = mtcars)
Coefficients:
(Intercept) wt
12.040 -4.024

Degrees of Freedom: 31 Total (i.e. Null); 30 Residual
Null Deviance: 43.23
Residual Deviance: 19.18 AIC: 23.18

xgrid <- seq(1,6,0.1)
plot(am ~ wt, mtcars, pch=20)
lines(xgrid,
predict(fit, newdata = data.frame(wt = xgrid), type = "response"),
col = 4, 1lwd = 2)
legend ("topright",
legend = c("data", expression(paste(b[1]==12,", ", b[2]==-4))),
pch=c(20,NA), 1ty=c(0,1), col=c(1,4), lwd = c(NA,2)
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data
b]_ = 12, bz =-4

am

wt

e Vystup funkcie glm obsahuje tzv. null deviance a residual deviance.

— (Reziduélna) deviancia D je rozdiel medzi log-vierohodnostnymi funkciami saturo-
vaného modelu (dokonale priliehajiceho k datam) a odhadnutého modelu. A kedze
likelihood funkcia saturovaného modelu sa rovna jednej, jej logaritmus je nulovy,
potom residual deviance D = —2log L(Bl,?)Q) je vzdy vicsia ako nula, nanajvys
rovna nule (ak je model dokonaly).

— Naproti tomu null deviance je referené¢nou hodnotou zodpovedajicou zakladnému
modelu (bez prediktorov) Dy, = —2log L(b, |by = 0).

— Nésobok 2 zabezpecuje deviancii (asymptoticky) x? rozdelenie pravdepodobnosti.

e Akaikeho inf. kritérium AIC je iba miera vychadzajica z deviancie a penalizujica zlozi-
tejsie modely, AIC = D + 2k, kde k je polet parametrov modelu, v poslednom priklade

sV

6.2.5 Multinomicka logisticka regresia

o Logisticka regresia sa dé pouzit aj na klasifikovanie odozvy do viac ako dvoch tried.
Jedna z tried pritom moéze byt zvolena ako referencnd.

e Ak za referen¢ni zvolime posledni zo vsetkych K tried, potom pre k = 1,..., K —1 plati
ebk1+bk2w
P’I"[Y:k‘|X:ZIJ]: K—1 )
1+ Zl:l ebl1+blzw
1

PrlY =K|X =z| = — ,
1+ Zfill ebiitbpw
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1 (Pr[Y-k]X—m]) b b
PT[Y — K|X — x] k1 k24>
log-sanca medzi ktorymkolvek parom tried je linedrnou funkciou prediktoru X. Interpre-
tacia je viazand na volbu referencnej triedy.
o Alternativna formuldcia, tzv. softmaz, nepouziva referencnu triedu:

PrY — X = o] = O ke{l,.. K}
T = = r)=———-— re E ]., ooy 3
Zlf; b +biaw P

) = (bg,1 — by,1) + (b2 — byo) pre ki, ky € {1,..., K}

PT[Y - k2|X - x]

Priklad (kosatce)

o Na zéklade datasetu iris klasifikujme druh (Species) kosatca podla $irky korunného
lupienku kvetu (Petal. Width).

# odhad
fit <- nnet::multinom(Species ~ Petal.Width, data = iris, trace = FALSE)

# rozdelenie udajov
ggplot(iris) + aes(x = Petal.Width, y = Species) +
geom_boxplot(varwidth = T)

virginica - — —
n
R
g versicolor - —
o
wn

setosa- —|:|— e o

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

Petal.Width

# stihrn modelu
fit

Call:
nnet: :multinom(formula = Species ~ Petal.Width, data = iris,
trace = FALSE)
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Coefficients:

(Intercept) Petal.Width
versicolor -24.08868 31.44849
virginica -45.20657 44.39249

Residual Deviance: 33.44131
AIC: 41.44131

# zobrazenie pravdepodobnosti

predict(fit, type = "probs") |[>
as.data.frame() [>
transform(Petal.Width = iris$Petal.Width) [>
tidyr::pivot_longer(cols = -Petal.Width, names_to =

ggplot() + aes(x = Petal.Width, y = Prob, color = Species, group = Species

geom_line()

1.00-
0.75-

0.50-

Prob

0.25-

0.()O-I 1 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5
Petal.Width

# klasifikacia

iris [>
transform(fit = predict(fit, type = "class")) |[>
ggplot() + aes(x = Petal.Width) +
geom_point(aes(y = Species)) +
geom_line(aes(y = fit), color = 4, 1lwd = 1)
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virginica - ® 0 0 OO O DmDunBunOun

versicolor - C—CnnS=T=3 O ©

Species

setosa - [ 4

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25
Petal. Width

6.2.6 Ordinalna logisticka regresia

e Inym ndzvom aj ordered logit alebo proportional odds logistic regression je dalS$im roz-
sirenim logistickej regresie (klasifikdcie na tri a viac tried) a vyuziva zoradenost tirovni
kvalitativnej odozvy.

e Oproti multinomickej tak ordinalna LR modeluje sancu, Ze odozva nadobudne nanajvys
ur¢iti hodnotu oproti tomu, ze nadobudne vyssie hodnoty,

1 (PT'[Y < kX =z
Pr(Y > k| X = z]

o Kazdy z K — 1 log-podielov m4 v linedrnom modeli svoj absolutny ¢len b, avsak para-
meter pri X si zdielaji (na rozdiel od MLR). Vdaka tomu je model pomerne jednoduchy
(v komplikovanejsich pripadoch je vsak mozné pouzit zovseobecneny OLR model).

o Parametrizacia so znamienkom minus ma vyznam pre zachovanie standardnej interpre-
tacie parametra stojaceho pri prediktore.

)zbkl—bQ:U, pre k=1,...,K—1

Priklad (autd)

e Modelujeme rozdelenie ordindlnej odozvy cyl pomocou prediktoru disp.
fit <- mtcars |>

dplyr: :mutate(cyl = ordered(cyl, c("4","6","8"))) [|>

MASS: :polr(cyl ~ disp, data=_)
Warning: glm.fit: fitted probabilities numerically O or 1 occurred
fit

Call:
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MASS::polr(formula = cyl ~ disp, data = dplyr::mutate(mtcars,
Cyl = ordered(cyl, C("4", "6", “8"))))

Coefficients:
disp
0.4443344

Intercepts:
4|6 618
64.9643 118.0268

Residual Deviance: 3.924663
AIC: 9.924663
Warning: did not converge as iteration limit reached

¢ Kladna hodnota parametra znaci, ze cyl je rasttiicou funkciou prediktoru disp. Kon-
krétne, s narastom zdvihového objemu o 1 jednotku (inch?) sa Sanca nizsich tried
vodi vy$sim zmeni (e~ 9444 = 0.6)-ndsobne, ¢iZe klesne.

« Skonstruujme predpoved poétu valcov pre motor so zdvihovym objemom 150 inch?:

logit(Pr{cyl < 4|disp = 150]) = 65.0 — 0.444 - 150 = —1.6

o—1.6
P I <A4|disp =150 = ——— = 0.1
rleyl < 4|disp = 150] = 0.168
118.0-0.444:150
Prlcyl < 6|disp = 150] = ~ 1

1 + 118.0-0.444-150
potom pravdepodobnosti jednotlivych tried

Prlcyl = 4|disp = 150] = Pr(cyl < 4|disp = 150] = 0.168
Prlcyl = 6|disp = 150] = Pr[cyl < 6|disp = 150] — Pr[cyl < 4|disp = 150] = 0.832
Prlcyl = 8|disp = 150] = 1 — Pr[cyl < 6|disp = 150] ~ 0

takze E|cyl|disp = 150] = 6 valcov.
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xnew <- seq(min(mtcars$disp), max(mtcars$disp), length.out = 100)
layout (rbind(1,2), heights = c(5,3))
old <- par(oma=c(3, 3, 3, 3), mar=c(1, 4, 0, 0))

plot(cyl ~ disp, mtcars, axes=F, pch=20)
lines(x = xnew,

y = as.numeric(as.character(predict(fit, newdata = list(disp = xnew)))

col = 4, 1lwd=2)
legend("right", c("data","model"), lty=c(NA,1), lwd=c(NA,2), col=c(1,4), pch
axis(2); par(mar=c(4, 4, 0, 0))
matplot (xnew, predict(fit, newdata = list(disp = xnew), type = "p"),

xlab = "disp", ylab = "pravdep.", type= "1", lty = 2, axes = F)

legend("right", c("Pr[Y=4]","Pr[Y=6]","Pr[Y=8]"), lty=2, col=1:3, bty="n")
axis(1); axis(2)

w p—

'\ p—
= _ e data
s @ model

Lr) p—

< -
e O = ------- yocm————--- oo - e - —
5 oS i I prY=n
e 100 200 300 400

disp
layout (rbind (1))

par(old)
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6.3

k-najblizSich susedov

Neparametrickou alternativou ku logistickej regresii v diskriminativnom pristupe ku kla-
sifika¢nej tlohe je metéda k-najblizsich susedov (kNN), ktori pozndme uz z regresnej
ulohy.

Nech N, je mnozina indexov k pozorovani (trénovacej vzorky), ktoré sa nachadzaji v
najblizsom okoli bodu x v zmysle euklidovskej vzdialenosti.

kNN klasifikdtor odhaduje podmienent pravdepodobnost triedy j ako podiel po¢tu bodov
v okoli z, ktorych hodnota odozvy je rovna j, Cize

) 1 )
PriY =j|X =a] == > I(y; =)
ﬁieNN

e Zatriedenie do skupiny sa potom vykona klasicky, podla najvyssej pravdepodobnosti.

Tlustracia (k-najblizsich susedov)

e Priklad S dvomi prediktormi, dvomi triedami a tromi su-
sedmi: zelenym  kruhom je zndzornené okolie bodu =z, Ciernou
krivkou  rozhodovacia  hranica  medzi  modrou a  zltou  triedou.

O\ 0
N

Pretoze sa prislusnost do mnoziny susedov NV, meria euklidovskou vzdialenostou, mu-
sia byt pre p > 2 hodnoty prediktorov normované (Standardizované, t.j. centrované s
jednotkovym rozptylom).

Flexibilita modelu klesa s rastom poctu susedov.
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Tlustracia (pocet susedov)

e Na nasledujicom ilustracnom obrazku vlavo je k = 1, v pravo x = 100, fialovou
prerusovanou ¢iarou je znézornené najlepsia (tzv. Bayesova) rozhodovacia hranica.

« Casto pouzivanym pravidlom pre ad-hoc volbu poétu susedov je k ~ /n. K este mensej
chybe vedu rézne metédy resamplingu ako napr. dobre zndma krizova validacia.

Priklad (autd)

Jeden prediktor, dve triedy, dataset mtcars.
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# Funkcia na vypoCet podmienenjch pravdepodobnosti:
knn.prob <- Vectorize(
FUN = function(x, vx, vy, k) {
x |> C-")(wx) |> abs() |> sort(index.return=T) |> getElement("ix") |> h
X,
vectorize.args = "x"
)

# pouzitie: knn.prob(6, mtcars$wt, mtcars$am, k=5)

# klasifikdcia a vypocCet pravdepodobnosti:
pred <- data.frame(wt = seq(1,6,0.01)) [>
transform(
clas = class::knn(train = cbind(mtcars$wt), # prediktory (ako matica pl
test = cbind(wt), # nové hodnoty prediktorov
cl = as.factor(mtcars$am), # odozva (triedy)
k = 5 # poCet susedov, floor(sqrt(nrow(mtcars)))
) |> as.character() |> as.numeric(), # factor to numb
prob = knn.prob(wt, vx = mtcars$wt, vy = mtcars$am, k = 5)

)

# zobrazenie:

ggplot (mtcars) + aes(x = wt) + geom_point(aes(y = am)) +
geom_line(aes(y = prob), data = pred, color = 4) +
ggtitle("Pravdepodobnost") +
ylim(-0.1, 1.1)

ggplot (mtcars) + aes(x = wt) + geom_point(aes(y = am)) +
geom_line(aes(y = clas), data = pred, color = 4) +
ggtitle("Klasifikacia") +
ylim(-0.1, 1.1)

Pravdepodobnos. Klasifikacia
L] ® e L] L] — 99 S e oSS e L]

0.8- 0.8-

am
am

0.4- 0.4-

0.0- 0.0- .

ead (k)

anu)

er
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Priklad (kosatce)

e Dva prediktory a tri triedy na datasete iris.
o Tentokrat pouzijeme sofistikovanejsie nastroje — z balika caret.

# trénovanie (k=9 zvolené pomocou resamplingu)
fit <- caret::train(Species ~ Petal.Length + Petal.Width, data = iris,
method = "knn",
preProcess = c("center", "scale")
)
# predpovede a zobrazenie
xgrid <- expand.grid(Petal.Length = seq(0.8,7.2,0.05),
Petal.Width = seq(0,2.7,0.05))
fit |>
predict (newdata = xgrid, "prob") [>
cbind(xgrid) [>
dplyr::select(-setosa, -virginica) |[>
dplyr: :rename (prob_versicolor = versicolor) |[>
ggplot() + aes(x = Petal.Length, y = Petal.Width) +
geom_contour_filled(aes(z = prob_versicolor, colour = prob_versicolor), al
geom_point (aes(shape = Species), data = iris) + ggtitle("Pravdepodobnost p

Warning: The following aesthetics were dropped during statistical transforma
colour.

i This can happen when ggplot fails to infer the correct grouping structure
the data.

i Did you forget to specify a “group” aesthetic or to convert a numerical
variable into a factor?

fit |>
predict(newdata = xgrid, "raw") [|>
cbind(Species = _, xgrid) |>

ggplot() + aes(x = Petal.Length, y = Petal.Width) +
geom_tile(aes(fill = Species), alpha = 0.3) +
geom_point(aes(color = Species), data = iris) +
ggtitle("Klasifikacia")

pha = 0.5) +
re versicolor",

tion:
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Petal. Width
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{ ZovSeobecneny linearny model

7.1 Uvod

o Linedrna i logistickd regresia s Specidlnym pripadom zovSeobecneného linearneho mo-

7.2

delu (angl. generalized linear model, GLM), ktory sa skladé z troch casti:

1. rozdelenie pravdepodobnosti Y,
2. linearny prediktor
77(33) = bl + 6233‘,

3. link funkcia g, pre ktora plati

p=g ')  resp.  g(u) =1
kde 4 tradi¢ne predstavuje stredni hodnotu Y, teda pu(x) = E[Y|X = x].

Variancia odozvy je modelovand dvojzlozkovo, var[Y|X] = o2V (u), kde V je varianénd
funkcia (definovana rozdelenim) a o2 je zdkladny rozptyl.

Rozdelenie pravdepodobnosti

Premenna Y moze mat ktorékolkvek z exponencidlnej triedy rozdeleni, ktord je dana
hustotou

Fr(l9) = hly) exp (a(6) - T(y) — A(B) )

so zndmymi funkciami h, «, T, A.
Do exponencialnej triedy patria napriklad

— z diskrétnych rozdeleni: Bernouliho, binomické (s danym n), Poissonovo,
— zo spojitych rozdeleni: normélne, exponencidlne, gamma, x2, beta.

Niektoré rozdelenia st c¢lenom exponencidlnej triedy iba pre zafixované hodnoty
niektorého zo svojich parametrov. Podmienkou je totiz nemenny nosi¢ hustoty pravde-
podobnosti.
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o Pravdepodobnostné funkcia (prob. mass function) binomického rozdelenia s fixngm pa-
rametrom n sa da prepisat do vseobecného tvaru:

1) = () =pr = (" exp (yin (2= ) +n (1))

pre y € {0,1,2,...,n}, kde je vidiet, ze
_(n
h(y) - (y)a

— a = logit,
- Ty =ya
— A(p) = —nln(1 —p).

. : . _ 1 _ (y=m)? ‘
» Pre normdine rozdelenie f(y;u,0) = 5-—exp 52— | zas plati

- a(M7U) = (%7_ﬁ)7
- h(y) = %’

= T(y) = (v,92),

— A(p,0) = 45 +Ino

7.3 Odhad parametrov

Postup metédou iteracne vazenych najmensich stvorcov je rovnaky ako pri logistickej regresii:

1. Mame déta (zq,y,), ..., (Z,, Y, ), zvolime link funkciu g, varian¢ni funkciu V' a startovacie
hodnoty parametrov by, by.
2. Pokym odhad parametrov neskonverguje, je treba

L. vypocitat n(z;) = by +byx; a  ulz;) =g (n(=,)),
2. ziskat zdstupni odozvu z; = n(z;) + (y; — p(z;)) g (u(z;))

N -1
3. vypocitat véhy w; = [9’(#(%))2‘/(#(%))] ,
4. ziskat presnejsie parametre b, by z regresie z; podla x; s vahami w,.

Pre odhad parametrov nie je nutné poznat o2, pretoze vahy majt byt iba d@merné pre-
vratenej hodnote variancie.

7.4 Priklady

7.4.1 Prehlad
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odozva rozdelenie nosic link g(u) var.fu. V(p)

nastatie udalosti, Bernouliho {0,1} logit(p) w(l— p)
ano/nie

pocet uspechov z n binomické {0,1,...,n} logit(p) uln —p)/n
pokusov, pomer

pocet Poissonovo N In(p) 1

spojitd, linedrna norméalne R w (identity) 1

rozsah, miera gamma (0,00) % (inverse) u?

7.4.2 Linearna regresia

e S link funkciou g(x) = x a variancénou funkciou V(u) = 1 je zjavné, ze
EY|X =] =b; + byx a  wvar[lY|X =] =%

o Pretoze ¢’ = 1, vSetky vahy w,; = 1, takze iteracna procedira nie je potrebn4.

7.4.3 Binomicka regresia

e Odozva y; je pocet v rozsahu od 0 po n;, napr.

— pocet pacientov s uréitou diagnézou na nemocni¢nom oddelent,
— pocet ziakov v triede, ktori presli testom,
— pocet vadnych vyrobkov na vystupe z tovarne.

o Logisticka regresia je Specidlnym pripadom, ked n, = 1, pre Vi.

Priklad (menarche)

e Pomocou datasetu MASS::menarche modelujme vztah veku a podielu pohlavne
dospelych dievéat vo svojej (vekovej) skupine.
o Ukazka datasetu:

# data
dat <- MASS: :menarche

head(dat, 6)

Age Total Menarche

1 9.21 376 0
2 10.21 200 0
3 10.58 93 0
4 10.83 120 2
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5 11.08 90 2
6 11.33 88 5

e Odhad parametrov a predpovede

# model

fit <- glm(cbind(Menarche, Total - Menarche) ~ Age, dat, family = binomial)
# alternativne: glm(Menarche/Total ~ Age, dat, family = binomial, weights =
fit

Call: glm(formula = cbind(Menarche, Total - Menarche) ~ Age, family = binom
data = dat)

Coefficients:

(Intercept) Age
-21.226 1.632

Degrees of Freedom: 24 Total (i.e. Null); 23 Residual
Null Deviance: 3694
Residual Deviance: 26.7 AIC: 114.8

# zobrazenie
linkinv <- fit$family$linkinv
data.frame(Age = seq(9, 18, by = 0.5)) [>
(\(x) cbind(x, predict(fit, newdata = x, se.fit = TRUE)) ) () [>
transform(up = fit + 2*se.fit, # 95/ interval spolahlivosti
lo = fit - 2*se.fit,
se.fit = NULL,
residual.scale = NULL) |[>
dplyr: :mutate(across(-Age, .fns = linkinv)) |> # do pévodnej mierky
ggplot() + aes(x = Age) +
geom_point(aes(y = Menarche/Total), data = dat) +
geom_ribbon(aes(ymin = lo, ymax = up), fill = 4, alpha = 0.5) +
geom_line(aes(y = fit), color = 4)
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o Pre modelovanie spojitej premennej predstavujiicej pomer v otvorenom intervale (0,1)
je vhodnd tzv. beta-regresia (v R pomocou baliku betareg), taky model vsak uz nepatri
do triedy GLM. Pre velké n; dava podobné vysledky ako GLM.

7.4.4 Poissonova regresia

o Poissonovo rozdelenie s pravdepodobnostnou funkciou p(y) = ﬂ a momentami
E[Y] = var[Y] = p vznikne z binomického rozdelenia, ked pravdepodobnost tspechu v
jednom pokuse je stlacend smerom k nule a naopak, pocet pokusov rastie k nekonecnu,
takze strednd hodnota zostdva rovnaka.

¢ To robi Poissonovo rozdelenie vhodné na modelovanie premennych predstavujtcich pocet
(angl. count) bez horného ohranicenia.

e Pretoze strednd hodnota musi byt nezdpornd, prirodzenou volbou link funkcie je g(u) =
In(u). Kedze ¢’ (1) = 1/p, potom véhy budi w = p.

e V beznej regresii by sme s rasticim rozptylom zmensovali vihu pozorovania, no tu je to
naopak, pretoze vécsie stredné hodnoty poctu poskytuji viac informéacii o parametroch.

Priklad (bicykle)

e S pomocou suboru udajov ISLR2::Bikeshare modelujeme pocet pozicanych bicyklov
za hodinu pomocou vonkajsej teploty — preskalovanej vztahom temp = T

— T min

T, T,

max T min
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e Data st obmedzené na jarné obdobie pocas vikendov za slne¢ného pocasia. Ukazka:

# data
dat <- ISLR2::Bikeshare |>
dplyr::filter(season == 2,

holiday == O,

workingday == O,

weathersit == "clear",
# hr %inY%, as.character(8:19)
TRUE)

dat |> dplyr::select(temp, bikers) |> head(3)

temp bikers

10.26 27
2 0.22 25
3 0.20 9

e Odhad a predpovede:

# model
fit <- glm(bikers ~ temp, dat, family = poisson)
fit |> summary()

Call:
glm(formula = bikers ~ temp, family = poisson, data = dat)

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) 3.30850 0.01873 176.6  <2e-16 **x
temp 3.31208 0.03024 109.5 <2e-16 *xx*x

Signif. codes: O '**x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 45711 on 374 degrees of freedom
Residual deviance: 32270 on 373 degrees of freedom

AIC: 34727

Number of Fisher Scoring iterations: 5
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# zobrazenie
linkinv <- fit$family$linkinv
data.frame(temp = seq(0.2, 0.8, by = 0.01)) [>
(\(x) cbind(x, predict(fit, newdata = x, se.fit = TRUE)) ) [>
transform(up = fit + 2*se.fit, # 95/ interval spolahlivosti
lo = fit - 2*se.fit,
se.fit = NULL,
residual.scale = NULL) |[>
dplyr: :mutate(across(-temp, .fns = linkinv)) |> # do pdvodnej mierky
ggplot() + aes(x = temp) +
geom_point(aes(y = bikers), data = dat) +
geom_ribbon(aes(ymin = lo, ymax = up), fill = 4, alpha = 0.5) +
geom_line(aes(y = fit), color = 4)
dat |>
ggplot() + aes(x= temp, y = log(bikers)) + geom_point() +
geom_abline(intercept = fit$coefficients[1], slope = fit$coefficients[2],
color = 4) +
expand_limits(x = c(0,1), y = 7)

500-

400-

300-

bikers
log(bikers)

200~

100~

' ' ' ' ' ' ' ' '
0.2 0.4 0.6 0.8 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

« Pocet cyklistov pri miniméalnej teplote by mal byt v priemere €339 ~ 27. Pri
maximalnej teplote (temp = 1) by ich malo byt e3312 = 27.4-n4dsobne viac. Zvysenie
teploty o 10% jej bezného rozsahu (Atemp = 0.1) by podla modelu malo priniest
e3312/10 1 4-ndsobny nérast poctu cyklistov (¢ize o 40% vyssi).

o 7 grafu je vidief, Ze rozptyl so strednou hodnotou stipa, ¢o zodpoveda predpokla-
dom modelu.

o Vsimnime si vSak aj to, Ze (rezidudlna) deviancia je az cca 100-ndsobne vyssia
oproti po¢tu stuptiov volnosti. (Ak D ~ x?(k) potom E[D] = k a var[D] = 2k.)
To naznacuje ovela vyssi rozptyl, nez s akym model na zdklade predpokladaného
rozdelenia Y pocita. Je to badat aj z prilis tzkeho pasu spolahlivosti okolo regresnej
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krivky.

7.5 Modelovanie rozptylu

o S volbou triedy (podmieneného) rozdelenia Y dostaneme aj varian¢nd funkciu V (u(x)).
Skutoénéd podmienend variancia var[Y|X = z| vsak tomu nemusi zodpovedat.

e Ak je skuto¢ny rozptyl vacsi, potom proces je oznaceny ako over-dispersed. V opacnom
pripade under-dispersed. Prvy pripad je castejsi a tiez zavaznejsi.

o Vyssirozptyl je vela krat spésobeny nejakym zanedbanym faktorom (chybajici prediktor
alebo autokorelované pozorovania).

e Ak povod prebytocnej variancie nezahrnieme do modelu, esSte stale sa da pouzit sympto-
matickd lieCba a zvolit rozdelenie, ktoré dokaze rozptyl skdlovat podla potreby.

e Takymi st rozdelenia z triedy tzv. kvazi-rozdeleni.

Priklad (bicykle)

# model
fit <- glm(bikers ~ temp, dat, family = quasipoisson)
fit |> summary()

Call:
glm(formula = bikers ~ temp, family = quasipoisson, data = dat)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
(Intercept)  3.3085 0.1687 19.62 <2e-16 ***
temp 3.3121 0.2722 12.17 <2e-16 *x*x
Signif. codes: O '**x' 0.001 'x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

(Dispersion parameter for quasipoisson family taken to be 81.0479)
Null deviance: 45711 on 374 degrees of freedom
Residual deviance: 32270 on 373 degrees of freedom

AIC: NA

Number of Fisher Scoring iterations: 5
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# zobrazenie
linkinv <- fit$family$linkinv
data.frame(temp = seq(0.2, 0.8, by = 0.01)) [>
(\(x) cbind(x, predict(fit, newdata = x, se.fit = TRUE)) ) [>
transform(up = fit + 2*se.fit, # 95/ interval spolahlivosti
lo = fit - 2*se.fit,
se.fit = NULL,
residual.scale = NULL) |[>
dplyr: :mutate(across(-temp, .fns = linkinv)) |> # do pdvodnej mierky
ggplot() + aes(x = temp) +
geom_point(aes(y = bikers), data = dat) +
geom_ribbon(aes(ymin = lo, ymax = up), fill = 4, alpha = 0.5) +

geom_line(aes(y = fit), color = 4)
500-
400-

300-

bikers

200 -

100 -

e Vsimnime si rddovo vyssie standardné chyby parametrov, na zaklade ktorych je
teraz test vyznamnosti vplyvu prediktorov na odozvu podstatne spolahlivejsi.

¢ Neohranicené pocty s vyssim rozptylom sa zvyknd modelovat aj pomocou negativneho
binomického rozdelenia (v R napr. pomocou funkcie MASS::glm.nb).
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8 Generativhe metddy klasifikacie

8.1

Uvod

Diskrimina¢né metddy ako napr. logisticka regresia modeluji podmienenti pravdepodob-
nost Pr[Y = k| X = Z] priamo.

Generativne metédy idi na problém nepriamo:

1. Najprv sa modeluje rozdelenie vysvetlujticich premennych X = (X1, Xgy 0, X))
zvlast pre kazdd hodnotu odozvy Y.
2. Pomocou Bayesovej vety sa potom konvertuje na podmienené rozdelenie odozvy.

Ak je rozdelenie X normalne, oba pristupy dévaji velmi podobny vysledok, generativny
je vsak
— s mensim poctom tdajov presnejsi,
— pri dokonalej separacii hodndt netrpi nestabilitou odhadu parametrov (tak ako
logisticka regresia).

Generativny pristup je jednoducho a prirodzene rozsiritelny na viac ako 2 triedy.
Nech

— odozva Y je kvalitativna premennd s K > 2 hodnotami (bez definovaného poradia),
— m, je pravdepodobnost, Ze ndhodne zvolené pozorovanie patri do triedy k, teda
Pr[Y = k]. V bayesovskom kontexte sa nazyva apriornou.
— Funkcia f,(X) bude oznacovat
% (v pripade diskrétnej X) pravdepodobnostnt funkciu, f,(z) = Pr[X = Z|Y =
k|,
* (\1 spojitom pripade) hustotu pravdepodobnosti, ¢ize fi(7)dx dzy...dv, =
Pr[X = z|Y = k],
takze bude nadobudaft velké hgdnoty7 ak pre pozorovanie z k-tej triedy bude X ~ z,
a naopak, malé, ak hodnoty X st daleko od Z.
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Potom podla Bayesovej vety plati vztah pre pravdepodobnost, Ze pozorovanie X =2z
patri do k-tej triedy,

o . T f1(Z)
PrlY = k|X = 2] = — K20
Zfilﬂ—lfl(i:>

Nazyva sa aj aposteriornou pravdepodobnostou.

« TakZe namiesto priameho odhadu Pr[Y = k|X = #| (ako pri diskriminativnom pristupe)

nam staci iba odhadnif 7, f, a dosadit do vzfahu.

— Odhad apriérnej pravdepodobnosti je jednoducho iba podiel poctu pozorovani v
konkrétnej skupine ku poctu vietkych, teda m, = 2.

— Odhad hustoty f;, je uz ndrocnejsi, a aby sa dal rozumne rychlo vypocitat, budeme
potrebovat zjednodusujice predpoklady.

e V nasledujicom si preberieme tri (generativne) klasifikatory, ktoré pouzivaji roézne od-

8.2

hady hustoty f.

Linearna diskriminac¢na analyza

8.2.1 Jeden prediktor

V linearnej diskrimina¢nej analyze (LDA) predpokladdme, Ze f, je hustota normdineho

rozdelenia,
1 (x — uk)2)
x) = exp | ———5 |,
flw) V2mo,, p( 20;%

kde p, a oF st stredna hodnota a rozptyl v k-tej triede.

Dalej predpokladéame, ze 0p=..=0x =0.
Po dosadeni takto specifikovanej hustoty do Bayesovej vety dostavame

), —m— eXp (_7(90;@)2)
PrlY = k|X = 2] = — Y27 i

_ 2 *
> T \/2175 exp <_ (xzég) )

Kedze (bayesovsky) klasifikdtor zaradi pozorovanie X = x do tej triedy, ktorej zodpoveda
najvyssia aposteriérna pravdepodobnost, stac¢i pravdepodobnost nahradif jednoduchsou
funkciou, tzv. diskriminacnou funkciou J,. Dostaneme ju logaritmovanim vztahu pre
PrlY = k|X = z]| a vynechanim ¢lenov spoloénych pre vsSetky triedy, takze stale plati

0p(x) < PrlY = k| X = z]
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(¢ize zachovd proporcionalitu medzi skupinami). Nakoniec

Diskriminac¢nd funkcia je linedrna v premennej x, ¢o vysvetluje nazov metddy.

o Parametre skuto¢ného rozdelenia sotvakedy pozname, najlepsie odhady st vyberovy prie-
mer a (vazeny) rozptyl

. 1
By = i
"k Y=k
0% = (; — fg)* = (ny, — 1oy,
n—Ki= n—K i~
Tlustracia (LDA)
o Pre K = 2 a m; = my, z rovnice 0,(x) = dy5(x) dostaneme intuitivnu hranicu

(decision boundary) medzi triedami v bode z = #1742
o Teoretickd hodnota rozhodovacej hranice pre rozdelenia N(—1.25,12) a N(1.25,1?)
je teda nula.

pars <- list(list(mean=-1.25, sd=1),
list (mean=1.25, sd=1))

ggplot O +
geom_function(fun = dnorm, args = pars[[1]], color = 2, linewidth = 1.5) +
geom_function(fun = dnorm, args = pars[[2]], color = 4, linewidth = 1.5) +

geom_vline(xintercept = 0, linetype=2) +
xlab("x") + ylab("f(x)") +
x1im(-5, 5)
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f(x)

e Odhad hranice bude zavisiet od ndhodného vyberu z rozdeleni.

140




# data
set.seed(4)

dat <- list("k=1" = data.frame(x = rnorm(20, mean = pars[[1]]$mean, sd = par
"k=2" = data.frame(x = rnorm(20, mean = pars[[2]]$mean, sd = par
) 1>
dplyr::bind_rows(.id = "class")

# suhrny

tmpl <- dat |[>
dplyr: :group_by(class) |[>
dplyr::summarise(mu = mean(x),

s2 = var(x),
n = dplyr::n()
) 1>

dplyr: :ungroup()
tmp2 <- tmpl [>
dplyr: :summarise(mu = weighted.mean(mu, w = n),
s2 = weighted.mean(s2, w
n = sum(n)

)

n-1), # pooled variance

# priesecnik
tmp2$boundary <- tmp2$mu - diff (log(tmpl$n/tmp2$n)) * tmp2$s2 / diff (tmpl$mu

# report
dplyr::full_join(tmpl, rbind(tmp2), dplyr::join_by(mu, s2, n)) [|>
pander: :pander ()

class mu s2 n boundary
k=1 -0.8737 0.6421 20 NA
k=2 1.556 0.8149 20 NA
NA 0.3411 0.7285 40 0.3411
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# graf vyhladenej empirickej hustoty

dat |>
ggplot() + aes(x = x, fill = class) +
geom_density(alpha = 0.5, adjust = 1.5) +
geom_vline(xintercept = tmp2$boundary, linetype = 3)

# graf diskriminacnych funkcii

LDfun <- Vectorize(
function(x, mu, s2, pi) x * mu/s2 - mu~2/(2*s2) + log(pi),
vectorize.args = "x")

xgrid <- c(-3,3)

LDfun(xgrid, mu = tmpl$mu, s2 = tmp2$s2, pi = tmpl$n/tmp2%n) |>
t() |> as.data.frame() |> setNames(tmpi$class) [>
cbind(x = xgrid) [>

"delta") |>
class) + geom_line

tidyr::pivot_longer (-x, names_to = "class", values_to
ggplot() + aes(x = x, y = delta, group = class, color
geom_vline(xintercept = tmp2$boundary, linetype = 3)

05-

class
— k=1
— k=2

= =
s
delta

0.1-

0.0-

8.2.2 Viac prediktorov

¢ Rozsirenie modelu o dalsie vysvetlujice premenné so sebou prindsa zahrnutie predpokla-
dov nielen o ich margindlnom ale aj o ich zdruzenom rozdeleni pravdepodobnosti.

e LDA predpokladd zdruzené normalne rozdelenie, ktoré v sebe implicitne obsahuje aj
normalne marginalne rozdelenia.

e Nech X = (X, ... ; X,,) je ndhodny vektor vysvetlujicich premennych. Potom jeho roz-

delenie pre Y = k, je formalne X ~ N(fi,, ) s hustotou definovanou vztahom

fi(@) = W exp <—%(9€ —fig)" THE — ﬁk))

kde parameter
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— Jip = E[X|Y = k] je vektor strednych hodnot a
— =covX|Y =1] = ... = cov[X|Y = K] je p x p kovarian¢na matica.

Ilustracia (2D normalne rozdelenie)

e Priklad hustoty dvojrozmerného zdruzeného normalneho rozdelenia s identickymi
varianciami a

— diagonalnou kovarian¢nou maticou (na ordzku vlavo),
— kladnou kovarianciou (vpravo).

e Diskrimina¢na funkcia potom nadobudne tvar

I RO
0p(7) =2 iy — 5#? Uiy, + In

Ilustracia (LDA)

« Priklad pre 3 triedy a 2 prediktory so strednymi hodnotami fi; = (1,2.5)7, fi, =

(2.5, )T, ji; = (—1.25,—1.25)T a kovarianénou maticou = (015 0i5). Z kazdého

rozdelenia pochadza 20 pozorovani, ¢iarkované su teoretické rozhodovacie hranice,
plné st urcené na zéklade pozorovani.
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8.3 Kvadraticka diskriminacna analyza

e QDA zovSeobecnuje LDA v tom, Ze umoznuje kazdej skupine mat vlastni kovarianéna
maticu , = cov[X|Y = k], takze

(XY = k) ~ N(f, 1)-

e V dosledku toho méa diskriminac¢nd funkcia tvar

. L e Lo
6k(m):_i(w_ﬂk>Tk1<x_Mk)_§ln‘k1‘+ln7rk
Lor v om0 Lop g 10y
=Tl kT kﬂk—§ﬂkkﬂk—§ln|k | +Inm,

¢ize je kvadratickou funkciou argumentu x.

o Pri QDA treba odhadnit Kp(p + 1) parametrov, zatialco pri LDA iba Kp parametrov.
Volba medzi nimi je ¢asto otazkou bias-variance kompromisu.

e Zhruba sa vsak da povedat, ze LDA zvolime pri mensom pocte dét, kedy je dolezité redu-
kovat rozptyl modelu. Naproti tomu QDA sa odportca pri velkej trénovacej vzorke (takze

rozptyl modelu nie je velky problém), alebo ked je zjavny rozdiel medzi kovarianénymi
maticami v jednotlivych triedach.

Tlustracia (LDA, QDA)

e Priklad s 2 triedami a 2 prediktormi: ¢iarkovanou fialovou je skuto¢nd hranica medzi
triedami, bodkovanou ¢iernou LDA a plnou zelenou QDA rozhodovacia hranica.
Vsimnime si rozdiel v tvare/orientécii mraku bodov na pravom obrazku.
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8.4 Naivny Bayesov klasifikator

Namiesto predpokladu, ze zdruzend hustota f, je z konkrétnej parametrickej triedy (z
normélneho rozdelenia v pripade diskrimina¢nej analyzy), naivny Bayesov klasifikdtor

predpokladd iba nezéavislost prediktorov X, ..., X,

fo(@) = fra(zy) - fral@a) - fkp(xp)

kde f;; je hustota rozdelenia premennej X; ak Y = k.

To znamena, Ze uz netreba odhadovat parametre zdruzeného rozdelenia zodpovedné za
vztahy medzi prediktormi (v pripade normélneho rozdelenia to boli kovariancie).
Nezavislosti prediktorov samozrejme velmi neverime, preto nazov naivny, no tento pred-
poklad slazi na ulahcéenie vypoctu a casto vedie k slusSnym vysledkom. Volba je opit
otazkou bias-variance kompromisu.

Odhad f; zavisi od typu premennej, mdme niekolko moznosti.

Cize

— Ak je X, kvantitativna, potom mézeme predpokladat normalitu (X;|Y = k) ~
N (g, os j). Vtedy je to Specidlny pripad QDA s diagonalnymi kovarian¢nymi mati-
cami. Namiesto normalneho vsak mozeme predpokladat akékolvek iné parametrické,
spojité rozdelenie.

— Ak je X kvantitativna, ale nechceme model viazat predpokladom o parametrickej
triede rozdelenia, mézeme pouzit histogram alebo jadrovy odhad hustoty.

— Ak je X kvalitativna, potom nam staci rozdelenie odhadnit relativnou pocetnostou
v skupinach.
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8.5 Geometricky pohlad na LDA

8.5.1 Hladanie vhodného podpriestoru
8.5.1.1 Problém

o Klasifikacny problém sa da riesit aj geometricky. Je zakladom Specidlneho pripadu LDA,
ktory sa volad Kanonickd diskriminacnd analjza (canonical discrimination analysis, CDA).
Vyzaduje rovnaké apriérne pravdepodobnosti aj kovarianéné matice naprie¢ skupinami.

o Pre jednoduchost majme dva prediktory X, X, a trojhodnotovi odozvu Y (t.j. 3 sku-
piny).

o 7 prieskumného/popisného hladiska hladdme taky podpriestor, v ktorom by boli skupiny
dobre rozlisitelné.

e Projekcia na jednu ¢i druht os nie je vo vSeobecnosti najlepsia.

X X
2 A 2

o Hladdme taku os (sprostredkovani takym vektorom u), Ze linedrna kombindcia Z =
uy X + uy X, pomodze skupiny oddelit najlepsie
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8.5.1.2 Rozptyl v skupinach a medzi skupinami

o Celkova variancia sa da rozlozit na varianciu vo vnitri skupin (angl. within) a varianciu
medzi skupinami (angl. between):

V=W+B
kde

— celkova variancia je dand vztahom V = ﬁXTX,
— variancia vo vnutri skupin sa skladd z jednotlivych varianénych matic,

wos o ly
_;n—l K

- _ _1 ~T
pricom W, = ﬁXk Xps

— variancia medzi skupinami vyjadruje variabilitu centroidov g jednotlivych skupin
okolo globalneho centroidu (taziska) g, takze plati

23

B = )T

(& —8)e—8

K
k=1

kde g = Zsz1 Zhgi,a gy = (Tpp, .- ,a_ckp)T, pricom Z; je priemer j-tej premennej
v k-tej skupine.
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Total Dispersion

Between-Class Dispersion

8.5.1.3 Reformulacia problému

o 7 rozkladu celkovej variancie dostavame aj rozklad kvadratickej formy

u’Vu =u"Wu + u’Bu
o Algebraicky, hladdme taku linedrnu kombinaciu prediktorov, ktord (idedlne)

— minimalizuje rozptyl vo vnutri skupin: min{u? Wu}
— maximalizuje rozptyl medzi skupinami: max{u?Bu}

o To je vSak (vo vSeobecnosti) nemozné dosiahnut sicasne

¢ Vychodiskom z patovej situdce je kompromis.

8.5.1.4 Kompromisné kritérium

e SU dve moZnosti:
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max u'Bu

N\ N
o\ <\

min u"Wu

o u’Bu
— korela¢ny pomer max { TV

_ u’Bu
F-pomer max { T Wu }

e Oba optimaliza¢né problémy sa riesia rovnako, ukazeme si prvy z nich.

o Najprv je vihodné zaviest normaliza¢né obmedzenie u? Vu = 1, takZe problém sa zmeni
na hladanie extrému funkcie s podmienkou, a to metédou Lagrangeovych multiplikato-
rov,

L(u) =u’Bu—\ufVu-1)

agﬂl) =2Bu—2\Vu
2Ba —2\Vu=0
Bu = \AVu
V7 'Bu = \u

takze nas hladany optimdlny vektor u je vlastny vektor matice V—1B.
(Pre detaily riesenia problému zovseobecnenych vlastnych ¢isel pozri Ghojogh et al., 2022.)

8.5.1.5 Sikma projekcia

o Princip hladania vhodného podpriestoru vyuziva aj tzv. analyza hlavnych komponentov
(angl. principal component analysis, PCA), ¢o je metéda ucenia bez asistencie. Hlada
takl linedrnu transforméciu, aby osi boli orientované v smere postupne od najvécsieho
rozptylu idajov aZ po najmensi rozptyl.
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¢ Diskrimina¢nd analyza mdze v Specidlnom pripade pripominat PCA vykonani na cen-
troidoch, avsak na rozdiel od nej, diskrimina¢né analyza body jednotlivych pozorovani
zobrazuje na osi Sikmo, v smere hlavnej poloosi elipsoidu spolahlivosti, ¢ize v smere
vektora u.

A A
A, A,
A A
A A 1
v
N -
| A A !
A A A /I A
A, A,
A A

o Po ndjdeni prvej vyznamnej osi (canonical axis) asociovanej s prvym optiméalnym vekto-
rom u moézeme hladat druht, ktora je s predoslou nekorelovand a je ¢o najviac diskri-
minacnd (v smere ¢o najvicsieho rozptylu, aby sa ukazali dalsie rozdiely medzi triedami
odozvy), atd.

o Najvacsi pocet hladanych osi sa rovna min(K — 1, p).

8.5.2 Vzdialenost a klasifikacia
8.5.2.1 Metrika

o FEuklidovska vzdialenost lubovolnych dvoch vektorov a,b € RP sa dé vyjadrit pomocou
skaldrneho sicinu (a jednoduchej metriky danej jednotkovou maticou I,)

d*(a,b) = (a—b)"(a—b) = (a—b)"I,(a—Db)

¢ Vo vSeobecnosti méze byt vzdialenost dané nejakou metrikou, ktord reprezentuje matica
M,
d3;(a,b) = (a—b)TM(a—Db)

o Ked chceme zaradit urc¢ity bod x, do jednej z tried, musime porovnat vzdialenosti k ich
centroidom g, a vybrat ti najmensiu. Namiesto euklidovskej metriky, ktord nerespektuje
korela¢nu $trukttru v skupindch, sa pouzije Mahalanobisova metrika s maticon W1, pre
ktort je vzdialnost dana

d?(x;,8;) = (%, — ) "Wl (x; — gy)
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o Napriklad, na nasledujicom obrazku body x;,x, lezia na tom istom elipsoide (t.j. vrs-
tevnici hustoty rozdelenia). Mahalanobisova vzdialenost je rovnakd, avsak euklidovska
nie.

X,

8.5.2.2 Klasifikacia

o Ked rozvinieme vztah pre Mahalanobisovu vzdialenost,

d?(x;,8;) = (x; —g,) T W H(x; — gy
= X?W—lxi — 2XiTW_1gk + g{W‘lgk

konst. zavisi od k

okamzite vidno podobnost s diskrimina¢nou funkciou LDA.
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8.6 Priklady

8.6.1 Linearna diskriminacna analyza

Priklad (kosatce)

o Priklad s rozmermi korunného lupienku kosatcov: 2 prediktory (sirka a dizka lu-
pienku), 3 triedy.

# odhad modelu
fit <- MASS::1lda(Species ~ Petal.Width + Petal.Length, data = iris)
fit

Call:
lda(Species ~ Petal.Width + Petal.Length, data = iris)

Prior probabilities of groups:
setosa versicolor virginica
0.3333333 0.3333333 0.3333333

Group means:
Petal.Width Petal.lLength

setosa 0.246 1.462
versicolor 1.326 4.260
virginica 2.026 5.552

Coefficients of linear discriminants:
LD1 LD2

Petal.Width 2.402394 5.042599

Petal.Length 1.544371 -2.161222

Proportion of trace:
LD1 LD2
0.9947 0.0053

e Vystup z funkcie MASS::Ida obsahuje

— odhady apriérnych pravdepodobnosti 7,

— skupinové priemery p,; (centroidy fi, = (fg1, pyo) aka gy),

— transformaéné vektory u; (stipce) a nakoniec

— percento vysvetlenosti medzi-skupinovej variability jednotlivymi diskriminan-
tami. Tu by ndm na klasifikdciu zjavne stacil iba prvy z nich.
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e Zobrazime vychodiskov situdciu s vypocitanymi centroidmi.

# zobrazenie tried v priestore prediktorov aj s centroidmi
centr.df <- fit [>

getElement ("means") |> # treba ich este

tibble: :as_tibble(rownames = "Species")
iris |>
ggplot() +

aes(x = Petal.Width, y = Petal.Length, color = Species) +
geom_point() +

geom_point(data = centr.df, shape = 4, size = 3, show.legend = FALSE)

[}
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6 o o * e ° s !
[} [}
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e Vidno, Ze triedy si pomerne dobre vymedzené, ale v priestore linedrnych diskrimi-
nantov bude separacia este presnejsia.

o Pomocou tzv. biplotu (pozri detailni publikdciu Greenacre, 2010) zobrazime oba
priestory premietnuté na sebe.
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https://www.fbbva.es/microsite/multivariate-statistics/biplots.html

# prvky transformaénjch vektorov "u" pre zobrazenie v priestore prediktorov

trans.df <- fit [|>
coef() |> # to isté ako getElement("scaling")

# apply(2, function(x) x/sqrt(sum(x~2))) |> # konverzia na jednotkové vekty
tO 1>
as.data.frame() |>

# setNames(fit$scaling |> rownames()) |> # lebo apply zruSi ndzvy riadkov
cbind(variable = fit$scaling |> colnames())

# biplot
iris |>
purrr::map_if(is.numeric, scale) |> # centrovanie a Skdlovanie
as.data.frame() |>
ggplot() + aes(x = Petal.Width, y = Petal.Length) +
geom_point(aes(color = Species)) +
geom_segment (aes(x = 0, y = 0, xend = Petal.Width, yend = Petal.lLength),
data = trans.df,
arrow = arrow(length = unit(0.5, "char"))
) +
geom_text(aes(x = Petal.Width, y = Petal.Length, label = variable),
data = trans.df,
nudge_x = 0.5)
biplot pomocou externého baliku
library(devtools)
install_github('fawda123/ggord')
ggord: :ggord(fit, iris$Species, size = 2)

H O H H R

# prvky transformacnych vektorov "u" pre zobrazenie v priestore diskriminant
trans.df <- fit [|>

getElement ("scaling") [>

as.data.frame() |>

tibble: :rownames _to_column(var = "variable")

# vypoCet hodndét diskriminantov (aj pomocou predict(fit)$x)

LD <- iris[,4:3] |>
as.matrix() [>
C%*%) (fit$scaling) |> # transformacia dat do priestoru diskriminantov
apply(2, scale, center = TRUE, scale = FALSE) |> # centrovanie diskriminan
cbind.data.frame(iris[5])

# biplot v priestore diskriminantov
LD |>
ggplot() + aes(LD1, LD2) +
geom_point(aes(color = Species)) +
geom_segment (aes(x = 0, y = 0, xend = LD1, yend = LD2),

data = trans.df, 154
arrow = arrow(length = unit(0.5, "char"))
) +

geom_text(aes(x = LD1, y = LD2, label = variable),
data = trans.df,
nudge_y = -0.5) +
stat_ellipse(aes(fill = Species), geom = "polygon", alpha = 0.2) +
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e Vyhladena hustota hodnét diskriminantov napovie, ako vyzera vyslednd, aposteri-
orna pravdepodobnost jednotlivych tried.

# hustota pravdepodobnosti podla tried v priestore diskriminantov
LD |>
tidyr::pivot_longer (-Species, names_to = "diskriminant", values_to = "valu
ggplot() + aes(x = value, fill = Species) + geom_density(alpha = 0.5, adju

LD1 LD2
1.00-
0.75-
Species
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@ |:| setosa
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©
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1 1 1 1 1 1 1 1
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# empiricka hustota v triedach pre prvy diskriminant vstavanou funkciou
# MASS::1dahist(iris[3:4], iris$Species)

o Nakoniec v pravidelnej mriezke hodnot prediktorov (sirky a dfiky lupienkov) vyko-
name predpovede a zobrazime delenie priestoru, takze je moznd aj vizualna klasifi-
kacia.

# predikcia v trénovacej vzorke (obsahuje triedy, ich pravdepodobnosti aj hddnoty diskrimir

# pred <- predict(fit)

# (urpbit: vykreslit pravdepodobnosti pre jednotlivé triedy a diskrimininanty ako alternat:

# nové data a predpovede
xgrid <- expand.grid(Petal.Length = seq(1,7,0.01), Petal.Width = seq(0,2.5,0
pred <- cbind.data.frame(

xgrid,

class = predict(fit, newdata = xgrid) |> getElement("class")
)
# zobrazenie oblasti klasifikdcie do jednotlivych tried
pred |[>

.01))

ggplot() + aes(x = Petal.Width, y = Petal.Length) + geom_tile(aes(fill = class), alpha =

geom_point(aes(color = Species), data = iris) +
ggtitle("Hranice tried podla LDA")
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Hranice tried pod.a LDA
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# externym balikom
# klaR::partimat(Species ~ Petal.Width + Petal.Length, data = iris, method =

8.6.2 Kvadraticka diskrimina¢na analyza

Priklad (kosatce)

o Rovnaky priklad, ale tentokrat umoznime triedam mat svoju vlastnt kovarianéna
maticu. Delenie priestoru sa zasadne zmeni, pretoze hranice uz nie su linearne, ale
kvadratické.

# kvadratickd diskriminacnd analjza
fit <- MASS::qda(Species ~ Petal.Width + Petal.Length, data = iris)
fit

Call:
qgda(Species ~ Petal.Width + Petal.Length, data = iris)

Prior probabilities of groups:
setosa versicolor virginica
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0.3333333 0.3333333 0.3333333

Group means:
Petal.Width Petal.Length

setosa 0.246 1.462
versicolor 1.326 4.260
virginica 2.026 5.552

# nové data a predpovede
xgrid <- expand.grid(Petal.Length = seq(1,7,0.01),
Petal.Width = seq(0,2.5,0.01)
)
pred <- cbind.data.frame(
xgrid,
class = predict(fit, newdata = xgrid) |> getElement("class")
)
# zobrazenie oblasti klasifikdcie do jednotlivjch tried
pred |>
ggplot() + aes(x = Petal.Width, y = Petal.Length) + geom_tile(aes(fill
geom_point(aes(color = Species), data = iris) +
ggtitle("Hranice tried podla QDA")
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8.6.3 Naivny Bayesov klasifikator

Priklad (kosatce)

e Tentokrat uvolnime poziadavku normality, a na druhej strane zavedieme obmedze-
nie — nezavislost prediktorov.

Z tych znamejSich balikov su dostupné funkcie klaR::NaiveBayes a
e1071::naiveBayes, avsak z hladiska funkcionality, rychlosti, uzivatelskej pri-
vetivosti aj (minimélnej) externej zavislosti je najlepsi balik naivebayes.

# --- balikom klaR

# fit <- klaR::NaiveBayes(Species ~ Petal.Width + Petal.lLength, data = iris,
# plot(fit)

# -—— balikom el071

# fit <- el071::naiveBayes(Species ~ Petal.Width + Petal.Length, data = iris

# vystup tvori vektor apridérnych pravdepodobnosti a pod nadzvom "Conditional
# -—— balikom naivebayes
# odhad modelu s predpokladom normdlneho (parametrického) a vyhladeného (nep

fit <- list(
gauss = naivebayes::naive_bayes(Species ~ Petal.Width + Petal.Length, data
kernel = naivebayes::naive_bayes(Species ~ Petal.Width + Petal.Length, dat
usekernel = TRUE, adjust = 2)

o Najprv zobrazime (vyhladent) hustotu v triedach.

# zobrazenie vyhladenej hustoty v jednotlivych triedach
fit$kernel |> plot(arg.num = list(lwd = 2))
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https://cran.r-project.org/web/packages/naivebayes/vignettes/intro_naivebayes.pdf

fi

xgrid <- expand.grid(Petal.Length = seq(1,7,0.02),

o Naésledne zobrazime delenie priestoru podla jednotlivych modelov (predpokladov).

Petal.Width = seq(0,2.5,0.02)
)

t >

purrr: :map_dfc(predict, newdata
cbind (xgrid) |>

tidyr: :pivot_longer(c(gauss, kernel), names_to = "distrib", values_to
ggplot() + aes(x = Petal.Width, y = Petal.Length) + geom_tile(aes(fill
geom_point(aes(color = Species), data
facet_wrap(~distrib) +
ggtitle("Hranice tried NB podTa predpokladu rozdelenia prediktorov")

xgrid, type = "class") [>

"C

iris) +

Hranice tried NB pod.a predpokladu rozdelenia prediktorov

gauss kernel
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O Presnost klasifikacie

9.1 Celkova presnost klasifikacnych modelov

Presnost predpovednych modelov sa ¢asto meria celkovou chybou predpovedi, teda ako
nejaka miera odchylky modelu f od skutocnosti f.

V regresnej tilohe sa zvycCajne pouziva strednd kvadraticka chyba, ¢ize MSE, menej casto
deviancia, MAE, MAPE, atd.

V klasifikacnej Glohe s K triedami je moznosti tiez niekolko:

— celkova klasifika¢na chyba (ermr mte)
n E I(y; #y;

i=1
— vézena klasifikaénd chyba (mean per class error)
1 & (1 &
MPCE:*Z *2—7@27&%)](%:’@)
K k=1 \ " =1

— strednd kvadratickd chyba (pomocou doplnkovej pravdepodobnosti)
1« - 2
MSE=-) j<1—P 5, = )
n 2 (Y = i)

— deviancia (cross-entropy) obsahuje logaritmus pravdepodobnosti nédsobeny triedou

n K

D= — Z[(yizk‘)bgﬁr@z‘:yi)
i=1 k=1

¢ize obzvlast trestd za nizky odhad pravdepodobnosti skutocnej triedy.

¢ Vo vseobecnosti sa delia podla typu predpovedi, teda ¢i sa pocitaju

— z predpovedi samotnych hodnét odozvy (hard predictions),
— alebo ich pravdepdobnosti (soft predictions).
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9.2

Klasifikacna matica a celkova chyba

Namiesto jediného stihrnného ¢isla moze byt uzitoénejsie zobrazit maticu poctu pripadov
spravnej a nespravnej klasifikdcie, tzv. confussion matriz C

)
1 2 3
1 ¢ cp o3
Y 2 cy Cyp Cy3
3 31 3 cC33

pricom prvky ¢, = ZL I(y; = j)I(y; = k) predstavuji pocetnosti v jednotlivych situdcidch.
Prirodzene plati c;; > 0 a tiez - | ;. = n.

Dokonaly klasifikator ma nenulové prvky iba na hlavnej diagonéle.
Celkova klasifikacné chyba sa vypocita ako podiel sii¢tu mimo-diagonalnych a vsetkych
prvkov

> Chk _ Zj;ék Cjk
n n

ER=1-—

Clen % sa oznacuje ako celkova presnost klasifikdce (accuracy).

Ak je ER < 0.5, model je uspesnejsi ako nahodné hadanie.

Zdalo by sa, ze najlepsi model je ten, ktory ma najvyssiu celkova presnost. To vsak
neplati, ak

— sU pocetnosti tried rézne. Vtedy sa moze stat, ze konstantny model (predpoveda
iba najpocetnejsiu triedu) je presnejsi ako nejaky sofistikovanejsi model.

— triedy nemaju rovnakd wdhu. Napr. banka viac strati na jednom neplatiCovi nez
ziska na 1rokoch od platiaceho klienta.

Problém s nevyvazenym poctom tried riesi Cohenovo kappa, k € [—1,1], ktoré sa v
aplikdciach pouziva hlavne ako miera zhody dvoch hodnotitelov. Je definovana vztahom

_ Po — Pe

1—p,

kde

- D, = %Zk ¢ je relativna pocetnost pripadov, kedy doslo ku zhode (“0” ako “ob-
served”),

- D, = n—lg Zk cg.c., je relativna pocetnost hypotetickych pripadov, kedy by doslo ku
zhode, ak by bol klasifikdtor iplne ndhodny (“e” ako “expected”). Clen ¢, = Zj Ckj

je riadkovy stcet, analogicky je definovany aj stipcovy sucet C.p-
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Hodnota x = 0 predstavuje nezdvislost (ndhodné tipovanie), zatialéo x = 1 dokonald
zhodu.

e Pri druhom probléme (rozdielnej dolezitosti tried) treba chyby Specifikovat podla za-
ujmu/zamerania.

9.3 Specifické chyby

o 7 klasifikacnej matice sa da vyvodit niekolko Specifickych mier presnosti, jednoduchsie
vSak bude ukézat ich na pripade binarnej odozvy, ktora indikuje nastatie nejakej udalosti
(+/-), napr. splatenie p6zicky klientom banky.

Y

(+) ()
y (+) True Positive False Positive
(=) False Negative True Negative

e Samozrejme celkovd presnost sa potom vyjadri vztahom accuracy = W.

o Specifické miery presnosti klasifikatora:

— precision = % predstavuje podmieneni pravdepodobnost Pr[Y = ®|§? = Q).
TP

7PN bredstavuje podmienent prav-

— true positive rate (sensitivity, recall) TPR =
depodobnost PrlY = @|Y = @].

— true negative rate (specificity) TNR = % predstavuje podmienent pravdepo-
dobnost Pr[lY =o|Y = 9.

— false negative rate FNR =1 — TPR = 42~ je doplnkom ku TPR, podobne

TP+FN

false positive rate FPR=1—TNR = #f},}).

e Idedlne by sme chceli klasifikator, ktory zaroven minimalizuje FPR aj FN R, problém
je vSak v tom, Ze sa to nedd — so zvySovanim senzitivity sa znizuje Specificita a naopak.
Je potrebny kompromis.

e Pozn.: Prikladom binédrnej klasifikacie je aj testovanie statistickych hypotéz. Ak platnost
H, zodpoved4 kladnej hodnote odozvy, potom chyba I druhu (o, zamietnutie platnej H)
zodpovedd FNR, a chyba II druhu (B, prijatie neplatnej H) zodpoveda FPR. Aj tu plati
nepriama umernost medzi oboma chybami. KedZze sa «a zvykne zafixovat (najcastejsie
¢o najvacsiu silu (1 — 8). (Napr. parametrické testy maju vacsiu silu, ak si splnené
predpoklady - zvia¢Sa o normalite tdajov.)
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9.4 ROC krivka

o Kompromis zavisi na volbe rozhodovacieho pravidla - konkrétne na volbe hrani¢énej prav-
depodobnosti 7, po ktort je bod zaradeny do jednej triedy a od ktorej je uz zaradeny do
druhej triedy.

PriY=+]
| B e e T

rejected

X

¢ V priklade s rozhodnutim, ¢i poskytnut alebo neposkytnut pdézicku, volba 7 = 0.5 z
pohladu banky nedava velky zmysel, pretoze poskytnutie p6zicky so sebou prinasa vyssie
riziko nez je zisk z Urokov. Banka teda pre ochranu svojich zdujmov radsej zodvihne
hranicu, napr. na 7 = 0.7.

e Samozrejme v inom scenari je lepsie zvolit nizsie hodnoty prahovej hodnoty 7.

e S rozhodnutim, aké 7 zvolit, poméha tzv. ROC krivka (Receiver Operating Characte-
ristic, ndzov pochddza z prvej aplikdcie pre obsluhu vojenského radarového prijimaca).
Znéazornuje kompromis medzi TPR a FPR.
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sensitivity (TPR)

1 - specificity (FPR)

9.5 Plocha pod ROC krivkou

o Cim je model tspesnejsi v stcasnej minimalizicii FNR a FPR, tym je ROC krivka
vypuklejsia smerom ku rohu [0,1].

o Plocha pod krivkou (area under the curve, AUC) tak sluzi ako miera tspesnosti klasifi-
ka¢ného modelu.

i o

1 DA
e . 0.8 “
o I .
2 . ;;é\“g Z 06
3 PRI =
8 L0 %
S 20 2 04
) ’ ’\_6‘ (]
2 2
= L0 02
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T T T T T
05 0.0 0.5 1.0 15
0.50 0.75 1.00 1 - Specificity

False positive rate

¢ Hodnota plochy

— 0 zodpovedé dokonale netspesnému modelu,
— 1/2 héddaniu (ndhodnému tipovaniu, hodu mincou),
— 1 dokonalej klasifikacii.
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e Ak mé odozva viac hodnot, klasifikacny model sa da vyhodnotit dvoma sp6sobmi, a to
vypoc¢tom ROC/AUC pre jednu triedu vodci

— ostatnym triedam (One-vs-Rest),
— inej triede (One-vs-One).

Stuhrnnd AUC je potom uz len priemerom z jednotlivych kombinécii.

9.6 Priklady

Priklad (kreditky)

o Zo (simulovaného) datasetu ISLR2::Default pouzijeme zdznamy o 1000 klientoch
banky na predpovedanie, ¢i drzitel kreditnej karty zlyhd v splacani svojho dlhu
(premeska lehotu splatnosti, angl. default on payment).

e Vysvetlujice premenné su

— ro¢ny prijem (income),
— priemerny mesacny dlh na kreditke (balance).
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set.seed(3)
dat <- ISLR2::Default |>
dplyr::slice_sample(n = 1000) |>

split(sample(c("train","eval"), size = 1000, replace = TRUE, prob = c(.70,

p <- dat$train |>
transform(default = relevel(default, ref = "Yes")) |> # len kvoli farbam
ggplot() + aes(x = balance, y = income, color = default) +
geom_point() +
theme (legend.position = "bottom")

p |> ggExtra::ggMarginal(type = "boxplot", groupColour = TRUE)
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20000~ §* :.k 4 “\f ‘:‘:5'0 W
t— ., ".f e o e .
0- o
0 500 1000 1500 2000 2500
balance

default ® Yes e No

fit <- list(
LogisR = glm(default ~ balance + income, dat$train, family = binomial)
)

fit$LogisR |> summary()

Call:
glm(formula = default ~ balance + income, family = binomial,
data = dat$train)
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Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -1.112e+01 1.468e+00 -7.576 3.56e-14 *x*x

balance 5.300e-03 7.400e-04 7.163 7.91e-13 *x*x%
income 3.110e-05 1.703e-05 1.826 0.0678 .
Signif. codes: O 's*x' 0.001 '*xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 240.85 on 692 degrees of freedom
Residual deviance: 132.59 on 690 degrees of freedom
AIC: 138.59

Number of Fisher Scoring iterations: 8

o 7da sa, ze ani model nenasiel velmi uzitoéni informaciu vo vyske prijmu. Okrem
toho je badat, Ze disperzia je modelom mierne nadhodnotend (under-dispersion).
Pouzitie kvazi-binomického rozdelenia by vplyv income trochu zvyraznil (klesol by
odhad standardnej chyby), avsak na hladine vyznamnosti 5% by jeho parameter
stale nemusel byt odliSitelny od nuly.

e Pre prahovi hodnotu pravdepodobnosti 7 = 0.5 vypocitajme klasifika¢ni maticu,
hodnoty celkovej presnosti a bod na ROC krivke.

prob <- data.frame(
LogisR = fit$LogisR |> predict(newdata = dat$eval, type = "response")
)
pred = list(
LogisR = ifelse(prob$LogisR > 0.5, "Yes", "No") |> factor()
)
# confusion matix
cm <- data.frame(predicted = pred$LogisR,
true = dat$eval$default) |[>
purrr: :map_df (relevel, ref = "Yes") |> # iba kvdli zoradeniu
table()
cm

true
predicted Yes No
Yes 6 2
No 4 295
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# celkova presnost
accuracy_kappa <- function(cmatrix) {
n <- sum(cmatrix)
p0 <- sum(diag(cmatrix)) / n
PE <- sum(rowSums(cmatrix) * colSums(cmatrix)) / (n~2)
c(
accuracy = p0,
kappa = (pO-pE)/(1-pE)
)
}
# bod na ROC krivke pre
roc <- function(cmatrix) {

c(
TPR = cmatrix["Yes","Yes"]/sum(cmatrix[,"Yes"]),
FPR = cmatrix["Yes","No"]/sum(cmatrix[,"No"])
)
}
c(accuracy_kappa(cm),
roc(cm)
) >
round(4) |> rbind("tau=0.5: " = _)
accuracy kappa TPR FPR
tau=0.5: 0.9805 0.6567 0.6 0.0067
#table(

# predicted = pred$LogisR |> relevel("Yes"),
# true = dat$eval$default |> relevel("Yes")

# )

# caret::confusionMatrix(data = pred$LogisR, ref = dat$eval$default)

e Nakoniec zobrazime ROC krivku pre niekolko prahovych hodnét 7 a vypocitame
(priblizni) plochu pod 1ou.
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# ROC
# tau_grid <- exp(seq(log(0.01), log(l), length.out = 7))
tau_grid <- ¢(0.001, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 1) [> round(2)
pred$LogisR <- tau_grid |>
sapply(function(x) ifelse(prob$LogisR > x, "Yes", "No") ) [>
(" colnames<-") (tau_grid)

datROC <- apply(pred$LogisR, 2, function(x) table(
factor(x, c("Yes", "No")),

dat$eval$default),
simplify = FALSE
) 1>

sapply(roc) [> t() [>
as.data.frame() |>
tibble: :rownames_to_column("tau")
datROC |>
ggplot() + aes(x=FPR, y=TPR) +
geom_text (aes(label = tau), hjust=-0.5) +
geom_point () +
geom_line() +
geom_abline(slope = 1, linetype = 3)
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with(datROC,
sum( diff(FPR) * (TPR[-1] + head(TPR,-1)) / 2 )
) >
abs() |> round(3) |> setNames("AUC")

AUC
0.991

#ROCR: :prediction(prob$LogisR, labels = dat$eval$default) |>
# ROCR::performance(measure = "tpr", x.measure = "fpr") |[>
# plot("ROC pre model logistickej regresie")

9.7 Zdroje

o Boehmke, B., Greenwell, B. (2019). Hands-on machine learning with R. Chapman and
Hall/CRC. https://bradleyboehmke.github.io/HOML /process.html#model-eval

o James, Witten, Hastie, Tibshirani (2021): An Introduction to Statistical Learning - with
Applications in R. 2nd ed. Springer. https://www.statlearning.com/

o Kuhn, M., Johnson, K. (2019). Feature engineering and selection: A practical app-
roach for predictive models. CRC Press. https://bookdown.org/max/FES/measuring-
performance.html#class-metrics

o Sanchez, G., Marzban, E. (2020) All Models Are Wrong: Concepts of Statistical Le-
arning. https://allmodelsarewrong.github.io/classperformance.html#classification-error-
measures
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10 Zdruzené rozdelenie pravdepodobnosti

10.1 Rekapitulacia

V regresnej ulohe Statistického ucenia sme modelovali rozdelenie pravdepodobnosti jedi-
nej nahodnej premennej — odozvy. Rozdelenie vysvetlujicich premennych — prediktorov
— nas zvacsa nezaujimalo.

o Ak je odozva ndhodny vektor (multivariate regression), modelované rozdelenie uz nie je
jednorozmerné, ale zdruzené (Standardne z normalneho rozdelenia).

e Vdaka zovseobecnenému linedrnemu modelu méze mat odozva rozdelenie z exponencidl-
nej triedy rozdeleni - spojitych aj diskrétnych.

o Tak moézeme v klasifikacnej ilohe modelovat rozdelenie bindrnej odozvy (Bernouliho r.)
pomocou rozdelenia logaritmu sance (normalne r.) priamo cez link funkciu (p — p). To
je princip logistickej regresie.

¢ Naproti tomu generativne metédy v klasifikac¢nej tlohe pocitaji s vysvetlujicimi premen-
nymi ako ndhodnymi, teda aj s definovanym zdruzenym rozdelenim.

o Neasistovana verzia generativnych klasifika¢nych metod je znama ako zhlukova analyza

zalozend na zmesi rozdeleni.
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003 0.04
! ]

002
1

0.0
1

0.00
L

Data

172



10.2 Ciel a prostriedky

Nidhodny vektor je vektor nahodnych premennych, napr. X = (X, X,).

Vo vSeobecnosti, ak by sme poznali zdruzené rozdelenie ndhodného vektora, dokazali
by sme pomocou podmieriovania (Bayesova veta) vyjadrit rozdelenie pravdepodobnosti
jednej alebo viacerych jeho premennych.

Vyjadrit alebo odhadnuf zdruzené rozdelenie je ndrocné a tato narocnost rastie so zvy-
sujucim sa rozmerom nahodného vektora. Preto je Casto nutné zaviest zjednodusujice
predpoklady, napr. o nezavislosti niektorych (alebo vSetkych) premennych.

Tento vSeobecny pristup si ukdzeme na regresnej ilohe, v ktorej vSetky premenné budeme
uvazovat ako spojité.

Potrebujeme na to sadu teoretickych i praktickych nastrojov.

Z tych teoretickych je treba pochopif pojem okrajového (margindlneho) rozdelenia, pod-
mieriovanie, nezavislost, miery a funkcie popisujtce rozdelenie (momenty, korela¢né ko-
eficienty, PDF, CDF), rozklad zdruzeného rozdelenia.

Tie praktické zahfnaji aj néstroje popisnej statistiky ako histogram, kobercovy a bo-
dovy graf, ktoré odhaluju charakter jedno- resp. dvojrozmerného rozdelenia (okrajové
rozdelenie aj koreldciu).

#m
#
i

ir

Sepal.Width

Tlustracia (bodovy a kobercovy graf)
tcars |>
subset (select = c(disp, hp)) [>
ggplot() + aes(disp, hp) + geom_point()
is |>
subset(select = c(Sepal.Length, Sepal.Width), subset = Species == "setosa"
ggplot () + aes(Sepal.Length, Sepal.Width) + geom_point() +
geom_rug(position = "jitter")
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10.3 Hustota zdruzeného rozdelenia

e Rovnako ako v jednorozmernom pripade, aj zdruzené rozdelenie je charakterizované

— napr. distribuénou funkciou (angl. joint cumulative distribution function, CDF)
alebo
— eSte ndzornejsie — hustotou (angl. joint probability density function, PDF).

o Zvycajne nés zaujima pravdepodobnost, ze sa ndhodné prememenné zrealizuji do (t.].
ze spozorujeme ich hodnoty v) urcitej oblasti priestoru.

o Mozeme si to predstavit ako zdruzené javy (A & B), kedy jav A predstavuje zrealizovanie
X, do oblasti R, a analogicky jav B nadobudnutie hodnoty premennou X, z oblasti R,.

o V jednotlivych pripadoch by ndm stacili hustoty f;(z;) pre kazdd premenni X, zvlast, ale
na vyjadrenie pravdepodobnosti sicasného nastatia oboch javov potrebujeme zdruzent
hustotu f(zq,z,).

Parameter space

To IRQ “~
Twuterested
region
R’y
Al
Ty

o Ak R, =[x,z +dz,] a Ry = [z4, x5 + dz,] pre malé diferencie dx,, dz,, potom pravde-
podobnost nastatia zdruzeného javu A & B je priblizne ndsobok hustoty a plochy oblasti
R, X R,,

Pr(z; <X, <z, +dzy, ©5 < Xy <y +dzy) =~ f(xq,25)dxdx,.

T2 |

Z
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o Presnejsie, pre lubovolni oblast [ay,b;] X [as, by] to bude
b2 bl
Pr(a; <Xy <bj,ay < Xy <by) = / [y, @y)dw dwy.
ay Jaq

o Integral hustoty cez cely priestor sa musi rovnat pravdepodobnosti istej udalosti,

//ﬁ F(my, 2)daydzy = 1.

10.4 Marginalne rozdelenie

¢ Rozdelenie pravdepodobnosti iba urcitej podmnoziny nahodného vektora sa nazyva okra-
jové, marginalne rozdelenie. Dostaneme ho napr. marginalizdciou celého zdruzeného roz-
delenia.

e Majme bodovy graf a chceme vizualizovat hustotu rozdelenia iba jednej z premennych,
napr. X,.

e Vtedy staci jednoducho zobrazit kazdy bod na vertikdlnu os a vykreslit zodpovedajuci
histogram.

e Po jeho normalizacii, teda preskalovani plochy stipcov, aby sa v sucte rovnala jednej,
dostavame aproximdciu hustoty fo(x,).

o Tym prakticky zanedbame rozdelenie X; a zobrazime histogram na zdklade hodndt da-
tasetu v stipci premennej X,.

o
o Z druhého uhla pohladu, margindlne rozdelenie X, vyjadruje pravdepodobnost, ze hod-

nota X, padne do nekoneéne malého intervalu [z4, 2, + dz,], ¢o v kontexte bodového
grafu je to isté, ako pravdepodobnost, ze bod (z;,z,) sa ocitne v oranzovom pése.
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)

Ak si pas rozdelime na plosky dz,dxz,, potom ich vazenym stuctom dostaneme

Pr(z, < X, <zy+dxy) = Zf ) xy)dayd,

a porovnanim so vztahom pre jednorozmerni hustotu
Pr(zy < Xy < 2y + day) = fo(2y)dz,

vznikne
Z f(z x2 )dxy

x%>=[;fmp%m%

Analogicky to plati aj pre X;,

1@o=/:f@h%m%

Rozsirenie pre p-rozmerny nahodny vektor je jednoduché,

1(:1:1):/.../f(xl,...,xp)d:@...d:rp

Vyjadrit sa da aj zdruZené margindlne rozdelenie,

o0 [eo]

flz(azl,xz):/.../f(a:l,...,xp)dxg...d:cp
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10.5 Podmienené rozdelenie

o Marginalne rozdelenie ndm hovori o tom, ako sa sprava X,, ale bez ohladu na rozdelenie
X;.

o Niekedy sa v praxi stéva, Ze odpozorujeme hodnotu X; a chceme vediet, ¢i a ako tato
znalost ovplyvni predpokladané rozdelenie X,. Hladdme teda rozdelenie X, podmienené
tym, ze X, nadobudne konkrétnu hodnotu.

¢ Podmienené rozdelenie tvori kIticovy pojem v Statistickej dedukcii, kde hlavnym cielom
je usudit, aky je parameter rozdelenia na zdklade pozorovanych ddajov (t.j. nimi pod-
mieneny) .

 V priklade s bodovym grafom sa d& podmienend hustota fy;(25|X; = a) odhadnit
nasledujicim sposobom:

1. Zameriame sa iba na body v tzkom pése pri hodnote X; = a.
2. Tieto body zobrazime na os X, a vypoc¢itame normalizovany histogram.

Projection  171,.-
T2 T

o

@ ate
Ty

e Vynisobenim malym prirastkom dostdvame podmienenti pravdepodobnost,
fop (@] Xy = a)dzy = Pr(zy, < X; <oy +dasla< Xy <a+te)

o Pravdepodobnost nastatia javu B ak nastal jav A sa vypocita ako podiel nejakej miery
(napr. pocet pozorovani) v priestore javu A, teda Pr(B|A) = “A05)

n(A)
B

¢ Normovanim mierou celého priestoru ziskame podiel pravdepodobnosti
n(ANB)/n(S) Pr(AnDB)
n(A)/n(S) — Pr(4)

Pr(B|A) =
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Prepojenim na predosly kontext, B = (x4 < X, < x5 +dzy) a A= (a < X, <a+e¢),je
mozné pravdepodobnosti prepisat v rec¢i hustoty na

fop (25| Xy = a)dzy = fla, zy)dzy

fi(a)

Vo vSeobecnosti a po tprave je podmienend hustota premennej X, (ak je zndma hodnota
X,) dané vztahom

f2\1(952|$1) = 7]0(:61’ 72)

fi(zq)

Pretoze podmienena hustota je stale hustota pravdepodobnosti, integrovanim predoslého
vzfahu sa da ukazat, ze plati [, f(z,|z,)dz, =1 a rovnako mézeme pisat

b
Pr(a <X, <blX, =) = / f2\1(932|$1)d$2

Integrovanim vztahu pre zdruzend hustotu podla z;

f(@y,m5) = f2|1(952|$1)f1 (1)

dostavame alternativne vyjadrenie marginalnej hustoty

f2<5172):/jef2|1(x2|$1>f1<$1)df31

ktoré je zname ako veta o plnej pravdepodobnostsi.

Analogicky podmienend pravdepodobnost pre X, je dand vztahom

f1\2(951‘952> = Jw

Rozsirenie na p-rozmerny nahodny vektor je priamociare,

IR

fig. (@120, 0 @,) =
2.2 ’ P f2...p(x27 . 7xp>
Funkcia v menovateli je hustota zdruzZeného margindlneho rozdelenia premennych
Xoyery X
Podobne vieme vyjadrit rozdelenie (X, X,) podmienené nastatim Xz = z3,..., X, = v,
f(xlﬁ 7xp)

f12‘3'~~19(x17 (1}2’1'3, 7xp) - f3...p($37 7xp>

Podmienend pravdepodobnost sa vyuZziva aj na faktorizdciu (rozlozenie na ¢initele) zdru-
zenej hustoty, napr.

f(@y, 29, 25) = f1\23($1‘x27 $3)f2‘3($2\x3)f3(x3)

ktord by inak bolo tazké pocitat priamo.
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10.6 Bayesova veta

o Bayesova veta je jednou z najdolezitejsich v teérii pravdepodobnosti, tvori zaklad bay-
esovskej statistickej dedukcie.

o Ak vyjdeme z oboch moznych faktorizicii dvojrozmernej zdruzenej hustoty (nateraz bez
znacCenia hustoty indexami),

f(zy,25) = f(zo]2) f(1)
f(xy,29) = f(x1]29) f(22)

ich kombinéciou dostaneme Bayesov vzorec

f(@q|ze) f(25)

f('xQ‘xl) = f(xl)

10.7 Bayesovska statistika

o Priklady otézok, ktoré mozno riesit bayesovskou statistikou:

— Ak hodime mincu 10 krit a pozorujeme 7-krat hlavu a 3-krat znak, ako velmi sa
mozme spolahntt, Ze minca nie je falo$na?

— Ak je rdno zamracené, aka je pravdepodobnost Ze popoludni spfchne?

— Majic dataset dvojic (z;,y;), aké parametre st najlepsie na prelozenie priamky?

— Ako velmi si mbézeme byt isti, Ze nase odhadnuté parametre si spravne?

o Bayesovska statistika pontka jeden spdsob Statistickej dedukcie, ¢ize ako odhalif funda-
mentalny model z pozorovanych dat.

¢ Bayesovské usudzovanie

1. zvycajne zacina predpokladmi o fundamentalnom pravdepodobnostnom modeli. Vo-
pred mézeme mat napriklad informéciu, ze model mé urcita formu a jeho parametre
sa nachadzaji v uréitych intervaloch. Tieto predpoklady tvoria vychodzie (prior)
znalosti.

2. Naésledne zbierame data, pricom dufame, Zze nam tieto pozorované udaje odhalia
viac informécii o modeli.

3. Nakoniec pouzijeme Bayesovu vetu na ziskanie tychto informacii z idajov a aktuali-
zovanie vychodzich predpokladov. Tym dostdvame posteriérny odhad (posterior).

D4 sa chapat ako proces prerozdelovania déveryhodnosti medzi moznostamsi: spociatku
mame iba predstavu o moznych scendroch, kazdy ma pridelent svoju pravdepodobnost.
No potom tym scenarom, ktoré si v zhode s pozorovaniami, sa pravdepodobnost navy-
suje, na ukor tych, ktoré datam nezodpovedaju az tak dobre.
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o Bayesovska statistika je elegantnd, pretoze tento abstraktny proces aktualizovania vedo-
mosti opisuje meratelnym sposobom. Pozrime sa na jednotlivé komponenty Bayesovho
vzorca, ktory najprv prepiseme do symbolického tvaru

Likelilood

o
 £(D]6)£(0) <Prior
= o)
o

Posterior Evidence
« Clen 6 predstavuje parameter fundamentélneho pravdepodobnostného modelu, ktory je
predmetom odhadu, a D oznacuju data. Potom

— f(0) je apriorné rozdelenie parametra 6, formuluje nase predstavy o skutoénom
parametri pred tym, nez zrealizujeme pozorovania,

— f(D|0) je funkcia vierohodnosti, poskytuje pravdepodobnost toho, ze by sme pozo-
rovali rovnaké data ako D, ak by platil predpoklad o 6,

— f(0]D) je aposteriérne rozdelenie 0, teda aktualizicia nasich predstdv urobena na
zéklade redlnych pozorovani,

— f(D) predstavuje celkovi pravdepodobnost pozorovania D vypocitani ako
vazeny priemer vierohodnostnej funkcie naprie¢ vsetkymi hodnotami 6, c¢ize
f(D) = [ f(D|#)f(#)dh. Nazyva sa aj marginalnou vierohodnostou.

o Menovatel f(D) nezavisi od 6. Casto je to jednoducho normaliza¢na konstanta, ktord
zabezpecuje, ze f(0|D) je riadna hustota pravdepodobnosti.

e V praxi su vierohodnostna funkcia a prior ¢asto natolko komplikované, ze sa posterior
neoplati riesif analyticky. Na ulahcenie vypoctu boli vyvinuté a pouzivaju sa metddy
ako Laplaceova aproximéacia, Markov Chain Monte Carlo (MCMC) a variational Bayes.

o (tu by sa zisiel priklad)

Literatira na hlbsie stiidium

o McElreath, R. (2020). Statistical rethinking: A Bayesian course with examples in R and
Stan (Second Edition). CRC Press. https://xcelab.net /rm/statistical-rethinking/

o Kurz, S. (2021). Statistical rethinking with brms, ggplot2, and the tidyverse: Second
edition https://bookdown.org/content /4857 /
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10.8 Nezavislost

o Ak dve ndhodné premenné spolu nestvisia (nie st vo vzdjomnom vztahu), hovorime, ze
su statisticky nezdvislé. Potom

f1\2(331|1‘2) = fi(zy), f2\1<$2|$1) = fo(22)

a dosadenim do zdruzenej hustoty

[, 25) = fi(z1) folay)

e V praxi sa nezavislost najjednoduchsie posudi vizudlne — z bodového grafu.

T =a Ty =b I =a

D

L RPN KGR L -

Ty T

10.9 Podmienena nezavislost

o Podmienend nezavislost znamena taku situéciu, ked dve premenné X; a X, su nezavislé,
ak mame informéciu o tretej premennej X5 (inak sa moézu javit ako zavislé). Potom pre
podmienent hustotu plati vztah

f12\3<f'31u Tolwg) = f1\3(951|$3)f2|3($2|553)

o Nézorny priklad: Vo vrecku st dve mince, jedna oby¢ajna (s hlavou aj znakom), druha
falo$nd s dvoma znakmi. Nahodne vyberiem jednu mincu a 2-krat ju hodim.

— Jav A: Prvy hod ukéaze znak.
— Jav B: Druhy hod ukéze znak.
— Jav C: Vybrana minca je obycajna (nie je falosna).
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Javy A a B nie si nezavislé, vyskyt A ovplyvni pravdepodobnost vyskytu B, tzn.
Pr(B|A) + Pr(B), pretoze ak pozorujeme jav A je viac pravdepodobné, Ze bola pouzita
falo$nd minca, ¢o zvysuje pravdepodobnost vyskytu B.

Ak v8ak vieme, Ze nastal jav C, potom javy A a B s nezavislé, lebo hadZeme obycajnou
mincou.

e Zmalost podmienenej nezavislosti je uzitocna, pretoze zjednodusuje faktorizaciu zdruzenej

PDF.

f(@y, 29, 23) = f1\23<$1|$2v553>f2\3<552‘$3)f3<$3)
X1L§2‘X3

= fip(@i]zs) fos(@alzs) f5(25)

Toto zjednodusenie je zakladom Bayesovskych sieti, ¢o st pravdepodobnostné modely
vyuzivajuice graficki reprezenticiu na vyjadrenie podmienenej zdvislosti (ktord v mno-
horozmernom pripade moze byt znac¢ne komplikovana).

* Vo vseobecnosti, ndhodné premenné X, ..., X, su Statisticky nezavislé, ak plati

f(@q, .. w%) = fi(zy) - falzg) - oot fp(xp)'

10.10 Stredna hodnota a rozptyl

¢ Rovnako ako v jednorozmernom pripade, aj na popis zdruzeného rozdelenia sa pouziva
stredna hodnota a rozptyl.

« Stredné hodnota sa stane vektorom, E[X] = (E[X]], ... , E[X,]). Jednotlivo

E[Xl]:/jexlfl(xl)dxl
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kde f;(x;) je margindlna hustota, za ktort ak dosadime skorsie vyjadrenie f,(z;) =
fgg f(zq, f3)dxy, dostaneme

ElX,] = //jp zy f(x1, 05)dw dTy

o Podobne rozptyl, ktory vyjadruje mieru variability okolo strednej hodnoty,

var[X,] = E [(Xl - E[Xl])2] = /je(xl — E[X,))*f1 () dz,

_ //R () — E[X,])2f(x,, ) da, day

= E[X}] - E[X,]?

kde E[X7] = fje af fr(wy)dzy.

10.11 Kovariancia

o Pri viac nez jednej premennej je okrem strednej hodnoty a variancie na popis rozdelenia
treba aj mieru zavislosti. Jednou takou je kovariancia.
o Kovariancia vyjadruje, ako sa dve premenné menia spolu,

cov[ Xy, Xo] = — E[X{])(X, — E[X,)])]
// 1) (wy — E[X]) f(z, 25)dz dg
RQ

¢ Jednoduchsi je vypocet po dprave
cov[ Xy, Xp] = E[X, X, — E[X,]E[X,].

pricom E[X, X, = ffggz T1Zo f (21, 2)day dy.
o Zopakujme si aj vlastnosti kovariancie:
— cov[ Xy, X;] = var[X,]
— cov[ Xy, X5 = cov[X,, X;]
— covfa- X1, X,] = a- cov[X;, X,]
(X, + ¢, X5] = cov[ X, X,

— COov

o Kovariancia nezavislych premennych sa rovna nule.
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10.12 Korela¢ny koeficient

o Nevyhodou kovariancie je to, Ze jej velkost ndm (sama o sebe) neprezradza silu vzajom-
ného vztahu medzi premennymi. Pretoze zdvisi od mierky.
e Toto je napravené normaliziciou kovariancie v Pearsonovom korelacnom koeficiente

cov[ X, X,
\/var[Xl]var[XQ]

P(leXQ) =

o Korelacny koeficient (a kovariancia) vyjadruje stupen iba linedrnej zavislosti, preto nu-
lova hodnota neznamend automaticky nezdvislost. Ak st vSak dve premenné nezavislé,
potom koreldcia/kovariancia je vzdy nulova.

p=0

p=—-04 p=04

p=-038 p=108

p=-1

10.13 Distribuc¢na funkcia

e Okrem hustoty sa rozdelenie pravdepodobnosti d4 reprezentovat aj kumulativnou dis-
tribu¢nou funkciou (CDF), ktord je vo vSeobecnosti definovand ako pravdepodobnost
sticasného neprekrocenia hodndt # = (4, ..., x,),

F@)=Pr(X; <o AXy <z A AX,<z,)

a voci hustote platia nasledujice prevodové vztahy:

F(3) = / / o)y, .. dy,
S\ 8F<y17"‘7yp>
(@) = dy; ... 0y,
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¢ Podmienena distribu¢na funkcia sa vypocita analogicky, ako urcity integral podmienenej
hustoty, napr.

Tq To
F12|3...p<x17x2‘x37"'7':Up>_/ / f12\3...p(y1ayz|$3a---75Up)dy1dy2

_ /z1 To f(y17y27$3.”’xp)dy dy
o ) f3.__p(a:3,...,a?p) 1772

T T
. f_olo f_ozo f(y17y27$37-"7xp)dy1dy2

B f_ojo f_o:o f<y1>y2ax3 71Up>dy1dy2

8F<y11y271’3"'71p)
0y, 0y,

Y1=%1,Ya=%o

N Lo:o Lo:o fW1, 92,25 . $p>dyld92

e Podobnou tvahou dostaneme aj marginalu distribuéna funkciu

T To [e's) )
Fio(zy,25) 2/ / / / FWrs e y,)dyy - dy,

o Inverzna funkcia ku jednorozmernej distribucnej funkcii Fy premennej X sa nazyva
kvantilovd funkcia Q. Cize ak plati, Ze Fy(q) = Pr(X < q) = p, potom plati aj

Qlp) = Fx'(p)=q, Vpe[0,1]

Hodnota ¢ sa nazyva kvantil premennej X, niekedy sa znaci aj s dolnym indexom,
q, = Q(p), najznadmejsie si medidn qq 5, kvartily qq o5 (dolny) a qq 75 (horny), decily
40.1590.25 -+ » Q0.9 & percentily (kde p = 0.01,0.02, ...,0.99).

10.14 Funkcia prezitia

e Duélna funkcia ku CDF v zmysle doplnkovej pravdepodobnosti sa nazyva tzv. funkcia
prezitia S (survival function), ktord predstavuje pravdepodobnost (sicasného) prekro-
cenia urcitych kvantilov ndhodnymi premennymi, napr. v prvych troch rozmeroch sa
vypocita podla vztahov

Si(zy) = Pr(Xy > xy) = 1— Fy(zy)
Sia(@y,my) = Pr(Xy > 2y A Xy > 1)
=1—F(21) — Fy(3) + Fip(y,25)
Sio3 =1—F) — Fy — Fy+ Fly + Fi3 + Fy3 — Fio3

e Pozor, jednoduchy doplnok distribu¢nej funkcie do plnej pravdepodobnosti znamena
pravdepodobnost prekrocenia asponi v jednej premennej (v jednej, v druhej alebo vo
vSetkych stucasne), teda napr.

1 _Flz(ﬁl,x2) — PT(Xl > :1:1 \/X2 > CCQ)
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10.15 Literatara

Rozdelenie pravdepodobnosti

e Guo S. (2020) Practical Probability Theory: All About That Single Random Variable.
e Guo S. (2020) Multivariate Probability Theory: All About Those Random Variables.
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11 Model zdruzeného rozdelenia a aplikacie

11.1 Modelovanie zdruzeného rozdelenia

o Empirickd distribucnd funkcia Fn je (nevychylenym) neparametrickym odhadom zdruze-
nej CDF,
~ 1 n P
F,(T) = n L(z;; < )
i=1 j=1

kde z; je prvok argumentu a z,; znadi i-te pozorovanie.

A

o Jadrovo vyhladend hustota, s jadrovou funkciou definovanou (pre jednoduchost) napr. ako
sucin jednorozmernych jadrovych funkeii K; so sirkou pasma h;, je dand vztahom

fla) = nnj - ZﬁK ()

7 =1 j=1 J

Delenie sirkou pasma zarucuje, ze urc¢ity integral (plocha pod funkciou) f bude 1.

¢ Vyhodou jadrového odhadu rozdelenia je v tom, ze mame hladkd funkciu, ktortt mozno
derivovat. Nevyhodou je vypoc¢tova naroc¢nost (najmé odhad sirky pasma) so vzrastaji-
cim p, jav znamy ako kliatba rozmernosti.

o Kliatbe rozmernosti sa d& vyhnut Specidlnymi predpokladmi. Parametrické modely zava-
dzaji pomerne silné predpoklady o tom, ako rozdelenie vyzerd, takze staci uz len urcit

187



parametre. Menej drastické su predpoklady o nejakom druhu struktary pritomnej v roz-
deleni, ktoré vyuzivaji metédy ako PCA, faktorové modely, zmesi rozdeleni ¢i grafické
modely (predp. nezévislost).
e Pre vela (jednorozmernych) parametrickych tried rozdeleni existuje rozsirenie na na-
hodny vektor, napr. hustota zdruzeného normélneho rozdelenia je definovand
F@) = o @7 @)
(2m)?| |

kde je kovariantnd matica, takze ¥,; = cov[X;, X,].

o Kompozitny model umoznuje rozloZit analyzu rozdelenia ndhodného vektora zvlast na
okrajové rozdelenia a zvlast na vzfahy medzi premennymi.

11.2 Rozklad zdruzeného rozdelenia

¢ Nevyhoda zovSeobecneni jednorozmernych rozdeleni do vic¢sieho rozmeru spociva v tom,
ze marginalne rozdelenia takého zdruzeného rozdelenia su vsetky z rovnakej triedy.

¢ Ak chceme modelovat stochastickt zavislost bez ohladu na individudlne vlastnosti né-
hodnych premennych, musime zdruzené rozdelenie reprezentovat ako margindlie zviazané
kopulou. V reci distribu¢nych funkcii, resp. funkcii hustoty sa rozklad zapise

F(ay, .. 2,) = c(ﬂ(ml), ...,Fp(ajp))

F@rsoeswy) = e(F(@), o Fy(@y)) - ful@y) - o fyla,)

kde C' je kopula ndhodného vektora X, ac je jej hustota.
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—

o Transformované ndhodné premenné U; = F;(X;) maji rovnomerné rozdelenie na inter-
vale [0, 1].
e Vypocet podmienenej zdruzenej CDF je s kopulami jednoduchst:

Zp Fp(zy)
J flxy, oz, o, t)dt c(Fy(zy), .0y Fy i (), t)dt
Fpp(p|2_) = = =

_f (@, Lp—1) t)dt C(Fl (.Tl), . Fp—l(xp—l)7 t)dt

11.3 Kopula

¢ Vlastnosti:

1. C(uq,...,uy) = 0 pre Iubovolné u; = 0,
2. C(1,...,Lu;,1...,1) = uy,
3. C je p-rastica funkcia, ¢o pre p = 2 znamena C(vy,v5) — C(vy,u9) — C(uy,v9) +
C(uq,uq) > 0, pricom u; < v,.
« Specidlnymi pripadmi st kopule M, II, W, ktoré predstavuji

— uplna negativnu zavislost, W (uy, uy) = max(0,u; + uy — 1),

— nezdvislost, I(uy, ..., u,) = uy - ...~ u,
— tuplnt zavislost, M (uy, ..., u,) = min(uy, ..., u,),
Funkcia W (uy, ..., u,) = max(0,1 —p + Zle u;) je dolnym ohranicenim pre aktkolvek

kopulu C, plati
W<C<M

ale iba v dvojrozmernom pripade plati W < C', pretoze pre p > 2 uz W nie je kopula.
o Graf Specidlnych kopual W, II, M:
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11.4 Vyuzitie modelu zavislosti

o Kopula C' teda predstavuje tu ¢ast zdruzeného rozdelenia, ktora popisuje zavislost medzi
premennymi.

¢ Pomocou modelu zavislosti mozeme

— skimat vlastnosti vztahu ako napr. zavislost v extrémoch (tail dependence) ¢i rozne
(a)symetrie,

— urcovat pravdepodobnost, ze premenné (ne)prekrocia kriticki hodnotu,

— vypocitat kvantily, ktoré (ne)budu prekrocené s danou pravdepodobnostou.

¢ Konkrétne je mozné priamo odhadnut pravdepodobnosti:

— Pr(U; <u; NU, < uy) = C(uy,u,y), sucasného neprekrocenia hodnot uy, uy;
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— Pr(U; > uy VUy > uy) =1 —C(uy,uy), Ze asponl jedna premennd prekro¢i dany

prah;

— Pr(U; > uy AUy > ug) =1 —uy —uy + Cluy, uy), sicasného prekrocenia (survival
function);

— Pr(U; <uy|Uy =uy) = %12’1‘2), neprekrocenia pri jednej prem. za podmienky, ze

druhd dosiahla urcity prah,

— Pr(U; <uy|Uy <uy) = C(%ﬁ, pripadne. ze ho neprekrocila
— Pr(U; > uq|Uy > uy) =1— %ﬁ:;’u"’), resp. prekrodila.

¢ V hydrologickej praxi sa ¢asto konstruuje vrstevnicovy graf pravdepodobnostného rozde-
lenia na odéitanie doby navratu

1
T —
Pr(X, >z, N/

extrémneho javu (povoden, zrazky, sucho).

o Napr. doba navratu povodiiovej vlny charaktrizovanej objemom V' (volume) a kulminac-
nym prietokom P (peak) pre pravdepodobnosti stcasného (vavo) alebo “jednotlivého”
( ) prekrocenia danych hodnét velicin V' a P. Graf obsahuje pozorované (Gierne
body) aj simulované povodne.
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Alebo doba névratu zrazkovej udalosti charakterizovanej intenzitou a trvanim (duration)
pre pravdepodobnosti sic¢asného neprekrocenia. Vrstevnice distribu¢nej funkcie CDF sa
tu oznacuju ako ¢iary IDF (intensity-duration-frequency curves).
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11.5 Parametrické triedy

Nasledujtice triedy kopul st uzito¢né v 2D problémoch:

o FEliptické - napr. normélna (Gaussovska) alebo t-kopula, modeluju iba linedrny vztah,
konstruuju sa standardizaciou marginélii eliptickych rozdeleni,

Cy(uq, ...,up) = [@Il(ul), ...,<I>_1(up)]

p
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o Archimedovské - napr. Gumbelova, Claytonova, Frankova, konstruujt sa jednoducho po-
mocou generdtora f: [0,1] — [0,00) ale si permutacne symetrické (exchangeability),

Cluy, . u,) = f (f(ul) ot f(up)>

o FExtreme-value - napr. Gumbelova, Galambosova, Hiisler-Reiss, modeluji maximalne hod-
noty, konstruuji sa pomocou dependence funkcie £: [0, 00)? — [0, 00) alebo Pickandsovej
depend.funkcie D: A, ; — [1/p,1] (kde A,,_; je jednotkovy simplex)

C(uy, .., u,) = exp(—L(—loguy, ..., —logu,))
logu 1
_ (S0 0mu) D i)

pomocou dependence funkcie £: [0,00)P — [0,00) alebo Pickandsovej depend.funkcie
D: A,y —[1/p,1] (kde A, ; je jednotkovy simplex)

C(uy, -, u,) = exp(—L(—loguy, ..., —logu,))
P logu logu
— (Zi:l 10gu’£> D(Ele loéui ’“"Z?:l logui>

Pre p > 2 je pomerne komplikované hladat dependence funkcie.

Mormal copula; p= 0.8 feopula; p=08&v=2 Gumbel copula; =08
1.0

J 05

Asymmetrical Gumbel:
1=08 w=068&w:=10

0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
Uy Uy

e Na obrazku sestice simulovanych nahodnych vyberov
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— prvé dve su eliptické,
— dalsie tri Archimedovské (iba Frankova je radidlne symetrickd),

— v poslednom stlpci st EV kopuly (lisia sa permutacnou symetriou).

Nasledujuce triedy (a konstrukéné metédy) sa v stcasnosti pouzivaji ako dostatocne flexibilné
a zaroven analyticky rozumne dostupné vo viacrozmernych problémoch:

o FEliptické kopuly s explicitnym vyjadrenim hustoty, napr. Gaussovska kopula s korela¢nou
maticou R a kvantilovou funkciou normovaného norm. rozd. ®1,

T
1 —%<<I>’1(u1),.,.,<1>*1<u,,))(RT—I)(@*1(%),,..,@*1(%))
e

Density c(u,,u,)

o Hierarchické Archimedovské kopuly si zloZené z Archimedovskych kopul, napr.

Cl(uy,ug,uz) =
Cs <C1(331> Ty), 02(3537 334))

partially nested

Cs <C2 (01 (uy,usy), U3>a U4)
fully nested

Cy, Cy, Cy v8ak musia byt z rovnakej parametrickej triedy (parametric family) Archime-
dovskych koptl a zavislost musi s tiroviiou hierarchie klesat.

e Vine kopuly vyuzivaji podmieneni pravdepodobnost na faktorizaciu viacrozmerného
zdruzeného rozdelenia pomocou dvojrozmernych kopil (pair-copula decomposition).
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— Napr. pre p = 3 jeden z moznych zapisov (rozkladov) je

(@, 29, 25) = fi(zy) - f2\1(332’371) : f3\12($3‘951:952>
= f1(zq):
“eg [y (1), Fomy)] - fo(wa)-
" C31)2 [F3|2(x3]a;2), F1|2(951’332)] < o3 [Fo(25), F3(w3)] - f3(23)

f3\2(13‘12)

kde sme pouzili tipravu f2|1(x2|x1) — f)(cif&:f?) _ 012(F1(ml),Fjl(zc;j?f1($1)fz(m2) (pricom

podobne bola vyjadrend aj hustota f35, kde sme z podmienujicich premennych
8Cij(Fi(wi)7Fj(wj))
OF;(z;) :

zvolili X;), a podmienené distribu¢né funkcie F;;(z;|z;) =

— S pribtudajicimi rozmermi rastie aj komplexnost vSetkych moznych rozkladov, preto
je model graficky reprezentovany sekvenciou vnorenych stromov s neorientovanymi
hranami (vine tree).

@ 12 @ 23 @

— Pri viac ako troch premennych moézu mat vSeobecné vine stromy (regular vines)
rozne tvary, najpopuldrnejsie si C-vine (canonical) a D-vine (drawable).

C-vine D-vine

@ O (_3\ @ treel

treel 12 23 34

e @ 34 tree2

tree 2

. /Zm\ tree3

o Faktorové kopuly. V jednofaktorovom modeli je zavislost medzi premennymi U; induko-
vand faktorom V; cez tzv. linking kopuly C;y, , na ktoré nie st kladené zZiadne obmedze-
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nia,

11.6 Odhad parametrov rozdelenia

Na odhad rozdelenia zo zvolenej parametrickej triedy sa pouzivaju hlavne tieto tri metddy:

1. Metéda momentov - vyuziva priamy funkény vztah medzi momentami rozdelenia (ktoré
sa daji odhadnit z ndhodného vyberu) a parametrami rozdelenia. Vyhoda je v jednodu-
chosti (rychlosti vypoctu), nevyhoda zas v ¢astej nedostupnosti takych vztahov, a tiez v
tom, ze metdéda nedosahuje vlastnosti optimalneho odhadu ako ostatné dve.

2. Metéda mazimalnej vierohodnosti (maximum likelihood, ML) - vyuziva hustotu rozde-
lenia na vyjadrenie pravdepodobnosti ziskania danych pozorovani podmieneni danymi
parametrami, teda

Odhad je konzistentny (s rastiicim n pravdepodobnostou konverguje k spravnej hod-
note), nevychyleny (angl. unbiased), vydatny (s najmensim rozptylom, angl. efficient) a
normélne rozdeleny (asymptoticky). Nevyhoda je v komplikovanosti vypoctu, vychyle-
nosti pre malé vybery a citlivosti na poc¢iatoéné podmienky.

3. Metdoda najmensich stvorcov - pomerne univerzalna metdda, hoci nema tak dobré vlast-
nosti ako ML. Parametre mézu byt odhadnuté minimalizaciou napr. vzdialenosti teore-
tickej a empirickej distribucnej funkcie,
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11.7 Priklad

Priklad (autd)

Vystavba a aplikdcia modelu dvojrozmerného zdruzeného rozdelenia (objemu valcov a
dojazdu automobilov pomocou datasetu datasets::mtcars) od prieskumnej analyzy az po
zobrazenie podmienenej funkcie hustoty.

11.8 Literatura

Kopuly

Nelsen, R. B. (2007). An introduction to copulas. Springer Science & Business Media.
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Salvadori G., De Michele C. (2010) Multivariate multiparameter extreme value models
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12 Metédy neasistovaného ucenia

12.1 Uvod

Supervised Learning Unsupervised Learning
X y X
Input variables or Response Input variables or
features variable features

e V neasistovanom (Statistickom/strojovom) uceni odozva Y nie je definovand, vSetky
vlastnosti pozorovaného objektu st rovnocenné nahodné premenné X, ..., X,.

o Cielom analyzy tak uz nie je predpovedat hodnotu (alebo rozdelenie premennej), ale skor
objavovat zaujimavé veci, napr. ako vhodne zobragzit idaje, alebo najdenie skupin medzi
pozorovanymi objektami (riadky datasetu) & ich vlastnostami (stipce datasetu).

o Preto sa neasistované ucenie ¢asto vyuziva v rdmci prieskumnej analyzy tudajov (explo-
ratory data analysis, EDA).

o M4 tendenciu byt viac subjektivna, a pretoZze nemd jeden ciel (predpoved), je tazsie
vyhodnotit tspesnost.

e Zakladnym pristupom ku hladaniu skupin medzi pozorovaniami je zhlukova analyza
(clustering). Naopak, hladaniu skupin uzito¢nych a menej uzito¢nych vlastnosti sa ve-
nuje oblast metéd redukcie rozmernosti (dimensionality reduction, ordination), ktora je
uzitocné aj pre optiméalne zobrazenie idajov.

¢ Redukcia rozmernosti v irsom kontexte zahina

— vyber vlastnosti (feature selection, Castejsie v asistovanom uceni — napr. regulari-
zacnd technika LASSO) a
— extrahovanie vlastnosti (feature extraction).
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o Zdakladnou metdédou pouzivanou na extrakciu uzitoénych vlastnosti v oblasti neasistov-
ného udenia je analyza hlavnych komponentov (principal component analysis, PCA).!

Supervised Methods
Classification Regression
Categorical Quantitative
variable variable
“of interest” “of interest”

Unsupervised Methods

12.2 Analyza hlavnych komponentov

12.2.1 Princip

 Vlastnosti Xy, ..., X, tvoria osi p-rozmerného priestoru a skumané objekty (Statistické
jednotky) sa v fiom prostrednictvom pozorovanych hodnét ich vlastnosti z;; (kde i =
1,...,m,a j=1,...,p) zobrazia ako body.

o Ak by sme aj dokazali vidiet vo viac ako 3-rozmernom priestore tvar mraku bodov (cha-
rakter skiimaného javu), potrebujeme néajst spdsob, ako tuto informdciu sprostredkovat
dalsim Tudom (¢i uz obrédzkom alebo modelom).

1Dalsimi ordinaénymi metédami si napr. principal coordinate analysis (PCoA) resp. multidimensional scaling
(MDS), uniform manifold approximation and projection for dimension reduction (UMAP), t-distributed
stochastic neighbor embedding (t-SNE)...
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e Hladame podpriestor, do ktorého projekcia “najlepsie” reprezentuje mrak bodov.

o V pripade PCA, os Z “najlepsieho” (1D) podpriestoru vedie v smere najvicsieho rozptylu
bodov.

o Ekvivalentne, kolmd vzdialenost bodov od tohto podpriestoru je najmensia.

1
centroid O

¢ Os Z sa nazyva hlavny (principal) komponent a je linedrnou kombinaciou osi X; pévod-
neho priestoru,
Z — Ule + oo + Upo
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|v|| = 1. Fixovanim dlzky vektora sa

pricom pre vektor v tzv. zatazi (loadings) plati
zafixuje aj rozptyl hlavného komponentu, ¢o je nevyhnutné pre najdenie maxima.

12.2.2 Optimalizacia

o Nech stipce matice X obsahuji (centrované) stradnice bodov v povodnom priestore a
vektor
z = Xv

obsahuje polohu bodov na osi Z. V zargéne sa tieto nové stradnice nazyvaju scores
(zasahy?).
¢ Vyjadrime rozptyl novej premennej Z, ktory chceme maximalizovat:

var(Z) = E[Z?]

kde je kovarian¢nd matica ndhodného vektora (X, ..., X,).

e Tato nova premennd pritom nemusi byt jediné, vo vSeobecnosti sa ich da najst rovnaky
pocet ako je vlastnosti. Oznac¢ime ich (Z3,...,Z,) alebo {PC’j}‘;’:1 (kde j = 1,...,p),

kazdému zodpovedd smerovy vektor v; a st na seba kolmé (rovnako osi X;), pretoze z

geometrického hladiska ide o obycajni rotéciu siradnicového systému.

L " Principle Component )
Original Coordinates New Rotated Coordinates...
Viewer does not support full SVG 1.1

o Rozmernost podpriestoru (pocet hlavnych komponentov) je subjektivna volba, hlavné
komponenty st zoradené podla variability, ktoria “vysvetluju”.
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o Vektor zatazi v, prvého hlavného komponentu maximalizuje celkovy rozptyl s uplatnenim
jedinej podmienky,

V| = argmax (vI'v) pre viv=1

Uplatnenim metédy Lagrangeovych multiplikdtorov
Lv)=vlv-AvTv—-1)
oL
— =2v—-2\v
v

Vl —>\1V1 - O

vy =Avy

dostaneme riesenie, ktorym je (normovany) vlastny vektor zodpovedajici najviac¢siemu
vlastnému ¢islu (\;) matice .

o Vektor zatazi v, druhého hlavného komponentu musi pri maximalizacii spiiiat okrem
jednotkovej diiky aj podmienku kolmosti na vy, ¢ize

T

viv=1 a viv=0

vy = argmax (vI'v) pre
Riesenie vo forme (normovaného) vlastného vektora matice , ktory zodpoveda druhému
najvacsiemu vlastnému ¢islu (\,), spliia aj druhd podmienku, pretoze vlastné vektory
tvoria ortonorméalnu bazu.
¢ Takto mdézeme hlavné komponenty najst vSetky naraz, a to diagonalizdciou kovarianc¢nej
matice , ¢ize rozkladom (eigenvalue decomposition)

=V V7T
kde
— je diagondlna matica s vlastnymi éislami (A, ..., \,) na diagondle, predstavuje
kovarianéni maticu hlavnych komponentov,
-V =(vyq,.. ,vp) je matica s vlastnymi vektormi v stlpcoch, pricom tie st ortonor-

mélne, takze plati VI'V = 1.

e V dvojrozmernom pripade je V jednoducha matica rotacie o uhol 6,
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cosf) —sinf
A (sin& cos @ )

o Symetrické matice maju p redlnych vlastnych ¢éisel (vratane duplicit), ktorym zodpoveda
p navzajom linedrne nezdvislych vlastnych vektorov. Mnozina vlastnych ¢isel sa nazyva
aj spektrum matice.

¢ Smer vektorov zdtazi vy,...,v, je unikdtny, ale ich orientdcia nie, dve implementécie
metédy teda moézu dat hodnoty s opa¢nymi znamienkami.

o Ak st vlastnosti X, ..., X, pozorované v roznych jednotkach, je okrem centrovania po-
trebné aj ich preskdlovanie a to podelenim standardnou odchylkou. V opa¢nom pripade
by vlastnosti s najvacsim rozptylom zasadne ovplyvnili transforméciu.

12.2.3 Aplikacie

o Transformaciu medzi vlastnostami (features) v matici X a zdsahmi (scores) v matici

Z = (zy,...,2,) realizujeme pomocou zatazi (loadings) V pomocou vztahu
Z =XV
nxp nxp pxp
X=Z7Z VT

takze pri pouziti vSetkych hlavnych komponentov dokazeme obnovit povodné pozorova-
nia vlastnosti.

e Zmysel PCA je vsak v redukcii rozmernosti, preto sa v aplikdcidch nepouzivaja vsetky
PC, ale iba tie “najvyznamnejsie”.

e Ak je treba zobrazit mnohorozmerny priestor, zvycajne siahneme po prvych dvoch, na-
najvys prvych troch PC.

o PCA sa da prirodzene pouzit na filtrovanie dat (odstrdnenie sumu),

X =7Z -VI+ R pre q<p

nxp nxq qgxp nxp

kde matica R obsahuje rezidud.
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o Hlavné komponenty mézu poslizit ako vysvetlujice premenné v klasickej linearnej regre-

sii (principal component regression, PCR)
Y =By + B2y + o+ B2, + €

za predpokladu, ze smer najvacsej variability vlastnosti dokaze vysvetlit variabilitu odozvy.
Aj ked to nebyva splnené uplne, predpovedné schopnost takého modelu je ¢asto dobra
a zaroven riesi problém multikolinearity. Pocet hlavnych komponentov zaradenych do
regresie sa urci napr. metédou krizovej validacie.

Pozn.: Smery vysvetlujicich premennych v PCR st ur¢ené neasistovanym pristupom.
Asistovani alternativu poskytuje metdda parcidlnych najmensich stvorcov (partial least
squares, PLS).

Iné aplikacia sa nika v oblasti dopocitania chybajicich hodndét (missing value imputation).
Tie vsak

— musia byt ndhodne chijbajice (napr. vybité baterky v elektrickej vihe),
— nie systematicky (neschopnost pacienta zicastnit sa merania v dosledku extrémnej
nadvéhy).

Standardny postup, v ktorom sa chybajice hodnoty nahradia priemerom v danom stfpci
(vlastnosti), zanedbava korelacie medzi stlpcami. Méze vSak posluzit ako pociatocny stav
X v nasledujiicom algoritme (s indexom iterdcie 7):

1. pomocou X1 sa vypoéitaji matice Z a V (pre prvych g komponentov),

2. z nich pomocnéd matica X a

3. z tej sa doplnia hodnoty na chybajicich pozicidch do X~V takze vznikne aktuali-
zované matica X ().

Tymto spdsobom sa daju “dopocitat” napr. aj preferencné matice, v ktorych riadky
predstavuji zékaznikov, stipce zodpovedaji produktom (napr. film) a samotné prvky
obsahuju hodnotenie produktu zdkaznikom. Také matice si velmi riedke (nutne chijba-
juce hodnoty), ale ak je dostatoény prekryt riadkov (kazdy film videlo viac zdkaznikov),
odporucaci algoritmus (recommender system) zakaznikov zaradi do “skupiniek” a filmy
do “zédnrov”. Jedna skupinka oblubuje jeden zaner (spolu je ich tolko ako hlavnych kom-
ponentov), potom zasahy (scores) reprezentuju silu prislusnosti zakaznikov do skupiniek,
a zataze (loadings) reprezentuji intenzitu, s akou film patri do zanru.

12.2.4 Urcenie poctu PC

Cim menej hlavnjch komponentov by sme mohli pouzit, tym lahsie by sa dali interpre-
tovat (a my by sme lahsie porozumeli datam). Kolko “mdlo” je optimalne?

Nanestastie neexistuje jedina alebo jednoducha odpoved.

V rozhodnuti vSak pomoze tzv. scree plot (sutovy graf?). Na horizontalnej osi mé index
(poradie) hlavného komponentu, na vertikdlnej osi y moze mat bud priamo varianciu
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Eigenvalue

A, vysvetlend k-tym komponentom, alebo jej pomer ku celkovej variancii (proportion of
variance explained, PVE)

A

PVE(k) = —p"—
Zj:l )‘j

e Za g zvolime také najvacsie k,

— pre ktoré \; > 1 (Kaiser criterion, A;, je vl.¢islo korelacnej matice), alebo
— od ktorého je pokles PVE vyrazne pomalsi (“laket” klesajicej funkcie).

Scree Plot
Scree Plot
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Priklad (zloéiny)

o Statisticky stbor tdajov datasets::USArrests o poéte zatknuti na 100 tis. obyvatelov
v roku 1973 v 50 statoch USA podla typu zloc¢inu (vrazda, napadnutie, zndsilnenie).
Dataset navyse obsahuje podiel obyvatelov Zijtcich v mestéch (UrbanPop).

e Zobrazenie datasetu je uz aj pre 4 premenné pomerne niaroc¢né.

c("mean", "var") |[>
sapply (function(x) apply(USArrests, 2, FUN = x)) |[>
t() |> round(1)

Murder Assault UrbanPop Rape
mean 7.8 170.8 65.5 21.2
var 19.0 6945.2 209.5 87.7

o Rozptyl poc¢tu napadnuti (Assault) je ovela vac¢si ako u ostatnych. Hoci ide o bezroz-
merné premenné, skalovanie na rovnaky rozptyl je nutné, inak by bol prvy hlavny
komponent takmer vyhradne v smere napadnutia a ni¢ zaujimavé by sme sa nedoz-
vedeli.

e V Rku na analyzu PC slazi napr. funkcia stats::prcomp. Jej vystup obsahuje

205



— (sdev) standardni odchylku vysvetlent jednotlivymi PC,

— (rotation) maticu zatazi V, ktorou sa rotuje stradnicovy systém vlastnosti do
sur.systému hlavnych komponentov,

— (center) centroid datasetu,

— (scale) standardnt odchylku jednotlivych vlastnosti, ktorou sa skaluja na rov-
nakd mierku a

— (z) maticu zasahov Z.

Zobrazime maticu zatazi a ¢ast matice zasahov:

# manuadlny vjpoclet:
# USArrests [|> cor() [> eigen() |> getElement("values") [|> sqrt() # std.dev.
# V <- USArrests [> cor() |> eigen() |> getElement("vectors") # loadings
# Z <- USArrests |> as.matrix() |> apply(2, scale) |> (%*% )(V) # scores

# automatika:
fit <- prcomp(USArrests, scale = TRUE)

fit$rotation |> round(3)

PC1 PC2 PC3 pPC4
Murder -0.536 -0.418 0.341 0.649
Assault -0.583 -0.188 0.268 -0.743
UrbanPop -0.278 0.873 0.378 0.134
Rape -0.543 0.167 -0.818 0.089

fit$x |> head() |> round(2)

PC1 PC2 PC3 PC4

Alabama -0.98 -1.12 0.44 0.15
Alaska -1.93 -1.06 -2.02 -0.43
Arizona -1.75 0.74 -0.05 -0.83

Arkansas 0.14 -1.11 -0.11 -0.18
California -2.50 1.53 -0.59 -0.34
Colorado -1.50 0.98 -1.08 0.00

e Data s osami oboch systémov zndzornime pomocou biplotu.

biplot(fit, scale = 0, cex = 0.7) # scale=0 aby Sipky zodpovedali zataZiam
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Vidime, ze vSetky druhy zlo¢inu maji v prvom PC priblizne rovnaké vahy, zatialco
podiel mestanov iba poloviéni. To znamend, ze PC1 priblizne zodpoveda celkovej
miere zavaznych zlo¢inov.

Druhy PC nalozil vac¢sinu zataze na UrbanPop, takze predstavuje stupen urbaniza-
cie jednotlivych statov.

Premenné zodpovedajice zlo¢inom st sustredené blizko pri sebe, to znamena, ze
su navzajom znacne korelované: staty s vysokou kriminalitou jedného druhu maju
problém aj s inymi druhmi kriminality. S urbanizovanostou stvisia mene;j.

z grafu zasahov je vidiet, Ze najvyssiu kriminalitu mala Kalifornia, Nevada a Florida.
Kalifornia ma tiez vysoky podiel mestského obyvatelstva.

Podla sutového grafu by ndm stacil prvy, nanajvys aj s druhym hlavnym kompo-
nentom.

screeplot(fit, type = "lines", main = "")
abline(h = 1, 1ty = 2)
plot(fit$sdev 2 / sum(fit$sdev™2), type = "b", ylab = "PVE", xlab = "PC")
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e Prvy PC vysvetluje asi 62% variability, druhy uz iba 25%, spolu teda 87% celkovej
variablity adajov.

12.2.5 Pouzita literatara

o James, Witten, Hastie, Tibshirani (2021): An Introduction to Statistical Learning - with
Applications in R. 2nd ed. Springer. https://www.statlearning.com/

o Sanchez, G., Marzban, E. (2020) All Models Are Wrong: Concepts of Statistical Learning.
https://allmodelsarewrong.github.io/pca.html

12.3 Zhlukova analyza

12.3.1 Uvod
12.3.1.1 Princip

o Zhlukovanie (angl. clustering) oznacuje Siroki mnozinu metéd neasistovaného ucenia
urc¢enych na hladanie podskupin (zhlukov) v sibore udajov.

o Zvycajne sa hladaju zhluky pozorovani (riadky tabulky ddajov), no méze sa pouzit aj na
hladanie skupin medzi viastnostami (stipce).

o Objekty (statistické jednotky - riadky, alebo vlastnosti - stfpce) v skupine st si navzajom
“celkom podobné” (within-cluster homogeneity) zatialé¢o medzi skupinami sa “dost lisia”
(between-cluster heterogeneity).

e Napriklad

— v marketingu je ciefom objavit skupiny zédkaznikov na cielenie konkrétnej reklamy,

— v medicine sa hladaju skupiny pacientov vhodnych pre specifické liecebné postupy,
resp. zhlukovanim st predbezne diagnostikované varianty ochorenia.

— v astronomii je zaujem zoskupit podobné hviezdy a galaxie,
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— v genetike zas objavit skupiny génov s podobnym procesom expresie (prenosu infor-
mécie na RNA alebo proteiny).

12.3.1.2 Podobnost a odliSnost

e Aby sa zhluky dali od seba odlisit, je potrebné definovat mieru “podobnosti”, resp. “od-
liSnosti”.

o Niektoré miery vzdialenosti uz pozndme (euklidovski, manhattanskd, Mahalanobi-
sovu,...), z nich napr. euklidovska je sice ¢asto pouzivani, ale je aj citlivd na odlahlé

hodnoty.
e Pri numerickych vlastnostiach danych v réznej mierke sa hodi vzdialenost zalozena na
koreldcis.
20
g
3
@ 15 i
g Observation
ra === obs 1
&
= obs_2
3 _
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Q
£
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@ —~ Sy AN
5
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Variable index

e V text mining-u sa bezne pouziva kosinusovd vzdialenost.
o Gowerova miera je vhodnd pre zmiesané udaje (mixed data):

— pre kvantitativnu (intervalovi) premennt X je definovana ako manhattanskd miera

normovana rozsahom,
|z, — j‘

d .=
Y maxg(xy) — min ()

— ordindlna je najprv prekédovand na poradia (s korekciou pre zhody),

— nomindlna premennd je prekédovand na pomocné bindrne premenné a z nich vypo-
¢itany kockovy (Sorensen-dice) koeficient podobnosti S = 22“%, kde a je pocet zhod

na hodnote 1, b je pocet nezhod (a zhody na 0 sa nerataji). Miera vzdialenosti (ne-

podobnosti) je potom doplnok do 1. Celkova vzdialenost je priemerom ¢iastkovych
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vzdialenosti zo vsetkych uvazovanych vlastnosti (kvantitativnych a kvalitativnych).
Mboze byt vazeny pre korekciu neproporcionality medzi poc¢tom jedniciek kvalitativ-
nych voci kvantitativnym.

12.3.1.3 Metédy

e Zhlukovacie metédy sa delia podla toho, . )
.., . RS Several “natural
¢i st objekty do zhlukov zaradené vyluéne subpopulations . ,
(jednoznacénd prislusnost, hard methods)
alebo s urcitou mierou prislusnosti (soft,
fuzzy methods).
o Beznejsie st metddy z prvej skupiny. Tam One population,
sa dalej lisia podla spdsobu separacie ‘artificial” subpopulations
zhlukov na

— metdédy s priamym delenim, napr.
k-means alebo k-medoids clustering,

; . s 1.0 , Hierarchical Structure
— metddy s hierarchickym delenim.

(nested partitions)

e Hard metody pouzivaju heuristické algoritmy, ktoré sa musia nejak vysporiadat s kom-
plexnostou problému zaradenia n objektov do K (vylu¢nych) skupin.

— Pocet moznych deleni do K tried je tzv. Stirlingovo ¢islo druhého druhu {I"(} =

K
% Zkzo(_1>k(€§) (K - k>n7
— apocet vSetkych deleni n objektov zas tzv. Bellovo ¢islo B,, = ZZ:O {Z} = % S

il
Napriklad By, = 115975, no uz B;y, = 4.8 x 10'!% je viac, neZ podet atémov v po-
zorovatelnom vesmire (cca 10%0).

o Zo soft met6d st oblubené tie, ktoré modeluji zmes (normélnych) rozdeleni, angl. Gaus-
sian mixture models.

12.3.2 K-means
12.3.2.1 Princip

e Jednoduchéa a elegantnd metdda.

e Pocet tried K treba definovat vopred.
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o Matematicky je problém formulovany nasledovne: ak Cj, ..., C) oznacuji mnoziny inde-
xov objektov (pozorovani) v kazdom zhluku, pricom

— O, NCy =0 pre vSetky k # K/,

¢ize kazdy objekt patri prave do jedného zhluku, potom cielom je minimalizovat vnitro-
zhlukovy rozptyl W,

mcgmmzze {Z W(C,) } kde Z Z — 9;)%

15-CKk k Zeck j=

Grj = ni iec, Tij @ pouzita bola euklidovské vzdialenost.
k
e Najst presné riesenie je velmi narocné.

o Nagstastie existuje jednoduchy algoritmus, ktorym sa da néjst celkom dobré riesenie, aj
ked predstavuje iba lokdlne optimum.

e S danymi pociatocnymi hodnotami centroidov g, ..., g sa opakuju nasledujice kroky:

1. zaradenie objektov do zhluku podla najmensej vzdialenosti od centroidu,
2. prepocitanie centroidov,

az kym sa zaradenie v bode 1 nezmeni.

¢ Pociatocné hodnoty sa urcia bud

— (Forgy-ho metédou) ndhodnym stotoznenim centroidov s K objektami, alebo
— nahodnym zaradenim objektov do K tried a vypoc¢tom ich centroidov.

Tlustracia (Forgy)
o PY . °®
@ ° o [ Start with random
@2 o °® (] centroids
o © °
o PY . P
@ 5 @ ([ o Assign observations
@2 ) P ) to closest centroid
o © o
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° ¢ ° o °
PY o o Recalculate
g1 [ ] ® [ ) centroids
(o) ® )
® o g
° ' o ® °
° ¢ ° o °
Y O ° o o Reassign observations
i@ (o) ) ® () to closest centroid
() [ ] g
° ' o © °
° ® ° o °
° PY o o Recalculate centroids
[ [ ® o
g ©)
o 1 @ g
[ ] Y ® = Y
° ® ° o °
P S o o Reassign observations
[ ] ® Y () to closest centroid
o o)
o gl @ g
() Y ® 5 o

e Algoritmus vo vSeobecnosti najde skor lokdlne, nez globalne minimum. Vysledok zévisi
od podiatoénych (ndhodnych) podmienok.

o Preto je dolezité nechat odhad zbehntt viackrat, vzdy s inymi pociatoénymi hodnotami
centroidov. Nakoniec sa vyberie najlepsie riesenie.

12.3.2.2 Alternativy

e Ak data obsahuju odlahlé hodnoty, alternativou ku k-priemerom moze byt metdéda k-
medoidov (partitioning around medians, PAM).

¢ Robustnost je vsak kompenzovana vyssou vypoctovou narocnostou. V Rku sa pouzije
funkcia cluster::pam

e Suradnice medoidov st medidany jednotlivych vlastnosti, navyse st vzdy totozné s nie-
ktorymi z pozorovani.)

¢ S narastom poctu objektov sa zhlukovanie spomaluje. Preto sa pre velké datasety oplati
pouzit algoritmus (clustering large applications, CLARA), ktory rozdeli dataset na via-
cero mensich (rovnako velkych) wvzoriek. Na kazdej aplikuje PAM, ziska medoidy ale
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zhluky urobi nad celym datasetom a ziska celkovi mieru vnitrozhlukovej vzdialenosti.

Vyhrévaja medoidy (tej vzorky), pre ktoré je tdto miera najmensia.

e Algoritmus je implementovany vo funkcii cluster::clara.
o Klasické zhlukovanie predpokladé konvexné hranice zhlukov. Komplikovanejsie struktiry

vyzaduju komplikovanejsie metddy, napr. spektrdlne zhlukovanie. V- Rku ich implemen-

tuje napr. balik kernlab.

(B) k-means clusters (C) Spectral clusters

(A\) Original spiral data
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Priklad (gejzir)
o Dataset MASS::geyser s dizkou trvania gejzirov (duration) a cakacou dobou na
erupciu.
# skratenie vypisu z objektu vrateného funkciou kmeans
print.kmeans <- function (x, »)
{
cat ("K-means clustering with ", length(x$size), " clusters of sizes ",
paste(x$size, collapse = ", "), "\n", sep = "")
cat("\nCluster means:\n")
print(x$centers, ...)
cat("\nClustering vector:\n")
print (head(x$cluster,10), ...)
cat("...\n")
cat("\nWithin cluster sum of squares by cluster:\n")
print (x$withinss, ...)
ratio <- sprintf(" (between_SS / total_SS = %5.1f %%)\n",
100 * x$betweenss/x$totss)
cat(sub(".", getOption("OutDec"), ratio, fixed = TRUE), "Available compgnents:\n",
sep = "\n")
print (names(x))
if (!is.null(x$ifault) && x$ifault == 2L)
cat("Warning: did *not* converge in specified number of iterations\n")
invisible(x)
}
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dat <- MASS::geyser
fit <- kmeans(dat, centers = 3, nstart = 10)

print(fit) # modifikovani metdda pre skratenie niektorjch dlhsich vypisov

K-means clustering with 3 clusters of sizes 99, 123, 77

Cluster means:
waiting duration
1 54.83838 4.438889
2 76.54472 3.218835
3 88.02597 2.589827

Clustering vector:
1 2 3 4 5 6 7
2 21 2 2 2 1

8 9 10
3 2 1
Within cluster sum of squares by cluster:

[1] 2819.925 2020.012 1444.276
(between SS / total SS = 89.1 %)

Available components:

[1] "cluster" "centers" "totss" "withinss"
[6] "betweenss" "size" "iter" "ifault"
dat |>

transform(cluster = as.factor(fit$cluster)) |[>

ggplot() + aes(x = waiting, y = duration) +
geom_point(aes(color = cluster)) +

geom_point(data = as.data.frame(fit$center), shape = 2)
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e Zhlukové analyza je zjavne ovplyvnend rozdielnym rozsahom casov, preto ju zopa-
kujeme pre normované data.
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# inverse to function scale()
# - x is matrix or data frame to be unsclaed,
# - scaled is the output of scale()
unscale <- function(x, scaled = x) {
par <- attributes(scaled) [c("scaled:center", "scaled:scale")] |[>
setNames (c("mean","sd"))
n <- nrow(x)
x * rep(par$sd, each=n) + rep(par$mean, each=n)

by

# clustering on scaled data

sdat <- MASS::geyser |[>
scale()

fit <- kmeans(sdat, centers = 3, nstart = 10)

# plot unscaled data

centroids <- fit$centers [>
unscale(sdat) [>
as.data.frame() |[>
tibble: :rownames _to_column("cluster")

dat >
transform(cluster = as.factor(fit$cluster)) [>
ggplot() + aes(x = waiting, y = duration) +
geom_point(aes(color = cluster)) +
geom_point(data = centroids, shape = 13, size = 3, show.legend = FALSE)
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12.3.3 Hierarchické zhlukovanie
12.3.3.1 Dendrogram

o Nevyhodou metddy k-centroidov (k-means) je nutnost specifikovat pocet zhlukov K vo-
pred.

o Hierarchické zhlukovanie toto nevyzaduje, navyse vystupom je prehladny stromovy dia-
gram, ktory sa vola dendrogram.

o Kazdy list predstavuje jeden objekt, navzajom si spdjané vetvami v réznej vyske. Verti-
kélna suradnica spojov predstavuje mieru vzdialenosti (odlisnosti) skupin objektov.

datl <- data.frame(
Xt = c(-1.5, -1.4,

-1.0, -0.6, -0.1, 0.1, 0.7, 1.3, 1.5),
X2 = c(-0.4, -1.5, -1.1

, -1.0, 0.9, -0.8, -0.2, -0.3, 0.0)

plot(X2 ~ X1, datl, asp = 1, type = "n"
text(X2 ~ X1, datl, labels = row.names(datl))
fit <- datl |>

dist() |> # distance matrix calculation
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hclust() # hierarchical clustering
plot(fit, ann = FALSE)
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e QOdlisnost dvoch objektov tak mézeme urcit podla vysky, v ktorej sa ich vetvy spajaju.
Pozor, nemézeme sudit na zaklade horizontdlnej vzdialenosti!
o Identifikacia zhlukov v dendrograme prebieha pomocou rezov v konkrétnej vyske.

# generate data

set.seed(1)

dat <- list(A = ¢c(-5,0), B = ¢c(0,0), C = c(1,3)) |>
lapply(mvtnorm: :rmvnorm, n = 15, sigma = diag(2)) |[>
lapply(as.data.frame) |>
lapply(setNames, nm = pasteO("X",1:2)) [>
dplyr::bind_rows(.id = "class") |[>
dplyr: :mutate(class = as.factor(class))

# fit model

fit <- dat |>
dplyr: :select(-class) |[>
dist() [>
hclust ()

# ——- visualize result
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# basic dendrogram
#fit |>
# plot(hang = -1, cex = 0.6, main="", ylab="")

# cut to get 2 clusters
fit [>
as.dendrogram() |>
dendextend: :set("labels_col", 2:3, k=2) [>
dendextend: :set("labels_cex", 0.6) [>
plot O
abline(h = 8, 1ty = 2)
# plot with dots or labels
plot (X2 ~ X1, dat,
col = cutree(fit, k

2) + 1,

pch = 16, cex=1.5)
#plot (X2 ~ X1, dat, type = "n")
#text (X2 ~ X1, dat,
# col = cutree(fit, k = 3) + 1,
# labels = rownames(dat))

# cut to get 3 clusters
fit [>
as.dendrogram() |>
# dendextend::set("branches_k_col", 2:4, k=3) |>
dendextend: :set("labels_col", 2:4, k=3) |>
dendextend: :set("labels cex", 0.6) |>
plot ()
abline(h = 5, 1ty = 2)
# plot with dots or labels
plot (X2 ~ X1, dat,
col = cutree(fit, k = 3) + 1,
pch = 16, cex=1.5)

#plot (X2 ~ X1, dat, type = "n")
#text (X2 ~ X1, dat,

# col = cutree(fit, k = 3) + 1,
# labels = rownames(dat))

# use package dendextend to color leaves and possibly branches
# https://talgalili.github.io/dendextend/articles/dendextend.html
# http://www.sthda.com/english/wiki/beautiful-dendrogram-visualizations-in-r-5-must-known-me:
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e Vyska rezu tak slizi rovnakému icelu ako volba poc¢tu zhlukov v metdde k-means.

e Hierarchické zhlukovanie nemusi vzdy zodpovedat realite. Napr. ak by nase pozorovania
tvorili dve skupiny podla pohlavia a tri skupiny podla narodnosti, potom nedava zmysel,
aby tretia skupina vznikla rozdelenim jednej z tych dvoch. Vtedy moze hierarchické
zhlukovanie dédvat menej presné vysledky ako k-means.

12.3.3.2 Metady
e Cielom hierarchického zhlukovania je najst vnorené delenia objektov.
e Na to existuju dva pristupy:

— zoskupujuci (agglomerative)
— rozkladny (divisive)

o Aglomerativna metéda AGNES (AGglomerative NESting) zac¢ina zdola:

1. Kazdy objekt je na zaciatku povazovany za samostatny zhluk (list).
2. V kazdom kroku iteracného algoritmu sa spoja dva najpodobnejsie zhluky.
3. Tato procedura skonéi, ked st vsetky objekty stucastou jedného zhluku (koren).

o Divizivna metéda DIANA (Dlvisive ANAlysis clustering) za¢ina z vrchu hierarchie (od
korena). V kazdom kroku iteracného algoritmu je zhluk rozdeleny na také dva mensie,
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ktoré si zo vsetkych moznych ¢o najviac heterogénne. Cyklus koné¢i vtedy, ked kazdy
zhluk obsahuje jediny objekt.

Cluster Dendrogram
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o Hierarchické zhlukovanie je implementované v dvoch predinstalovanych balikoch Rka.

— Aglomerativne vo funkcidch stats::hclust a cluster::agnes.
— Divizivne v cluster::diana

12.3.3.3 Vzdialenost zhlukov

e Odlisnost jednotlivych objektov uz vieme merat, napr. euklidovskou alebo manhattan-

skou vzdialenostou.
e Ale ako vyjadrit rozdielnost dvoch zhlukov?

o Na to vzniklo niekolko metéd (linkage):
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— maximum (complete linkage) - Najvicsia vzdialenost medzi objektami z jedného
a z druhého zhluku. M4 tendenciu tvorit zhluky rovnakého priemeru (diameter,
najv.vzdialenost), je citlivd na odlahlé hodnoty. Takze objekty mozu byt ovela blizsie
ku cudzim nez ku vlastnym.

— minimum (single linkage) - Najmensia vzdialenost medzi objektami z jedného a
z druhého zhluku. M4 tendenciu tvorit retaze (pridavat prvky po jednom alebo
asociovat také zhluky, ktoré st prepojené retazou).

— priemer (average linkage) - Priemernd vzdialenost medzi objektami z jedného a
z druhého zhluku. Kompromis medzi predoslymi. Avsak meni sa s monoténnou
transformaciou vzdialenosti objektov, zatialco max a min zavisia len od poradia.

— centroid - Vzdialenost medzi centroidmi. Mo6ze viest k inverzidm, kedy dva zhluky st
spojené v mensej vyske, nez st jednotlivo (problém s vizualizaciou a interpretaciou).

— Ward - Minimalizuje vnutro-zhlukovy rozptyl a tak produkuje kompaktné zhluky.

Tlustracia (linkage)
plot(X2 ~ X1, datl, asp = 1, type = "n"
text (X2 ~ X1, datl, labels = row.names(datl))
datl |[>
dist() |> # distance matrix calculation
hclust(method = "complete") |> # hierarchical clustering
plot(xlab = "", ylab = "", main = "max (complete)", sub = "")
datl |[>
dist() [> # distance matrix calculation
hclust (method = "single") |> # hierarchical clustering
plot(xlab = "", ylab = "", main = "min (single)", sub = "")
datl |>
dist() |> # distance matrix calculation
hclust (method = "average") |> # hierarchical clustering
plot(xlab = "", ylab = "", main = "average", sub = "")
datl |[>
dist() |> # distance matrix calculation
hclust(method = "centroid") |> # hierarchical clustering
plot(xlab = "", ylab = "", main = "centroid", sub = "")
datl |[>
dist() |[> # distance matrix calculation
hclust(method = "ward.D") |> # hierarchical clustering
plot(xlab = "", ylab = "", main = "Ward", sub = "")
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o Funkcia cluster::agnes vypocita aj hodnotu tzv. aglomeracného koeficientu (AC),
ktory v intervale [0,1] vyjadruje silu zhlukovej Struktiry. Vyvazené zhluky maji
hodnotu blizke 1. Nevyhodou je, Ze rastie s n, takze sa nedaju porovnat data prilis
rozdielnej dizky.

c("complete", "single", "average", "ward") |>
sapply (function(x) cluster::agnes(datl, method = x)$ac) |>
round(2) |>
rbind(AC = _)

complete single average ward
AC 0.73 0.54 0.65 0.8

Priklad (Agnes)

o Dataset MASS::geyser s dizkou trvania gejzirov (duration) a c¢akacou dobou na
erupciu.

dat <- MASS::geyser
fit <- dat [|>

cluster: :agnes(stand = TRUE, method = "ward")
plot(fit, which = 2, labels = FALSE)
abline(h=15, 1lty=2)
#fit |> as.dendrogram() [> plot()

dat |>
transform(
cluster = fit |> cutree(k = 3) [|> as.factor()
) 1>
ggplot() + aes(x = waiting, y = duration) +
geom_point (aes(color = cluster))
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12.3.4 Zmes normalnych rozdeleni

12.3.4.1 Princip

Tradicné zhlukovacie metédy ako k-means a hierarchické si heuristické. Zhluky tvoria
priamo z dat, teda bez pouzitia nejakej pravdepodobnostnej miery.

Metédy zalozené na modeli pravdepodobnosti poskytujt neostrii hranicu medzi zhlukmi
(soft assignment), kazdy objekt ma priradent pravdepodobnost prislusnosti ku kazdému
zhluku.

Tento pristup navyse riesi problém identifikacie optimalneho poc¢tu zhlukov automaticky
(implicitne).

Najpopularnejsia je trieda modelov so zmieSanym gaussovskym rozdelenim (Gaussian
mixture model, GMM).

GMM predpoklada, ze kazdy objekt (jeho pozorované vlastnosti) pochddza z jedného z
K (p-rozmernych) normélnych rozdeleni s hustotou

fe(x) = WGXP <—;(X— W e (x— k))

kde . je centroid a , kovarian¢nd matica k-teho zhluku.
Potom GMM je hustotou zmesi vSetkych K normalnych rozdelen,

Fx) =) mfi(x)
k=1

kde {7, } st véhy.
Véahy spolu s centroidmi a kovariané¢nymi maticami tvoria parametre GMM.

Priklad (kyslost)

o Priklad: dataset mclust::acidity, rozdelenie pravdepodobnosti indexu kyslosti vody
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v 155 jazerdch v USA.

# 1D
fit <- mclust::acidity |[>
mclust: :densityMclust(plot = FALSE)

fit |>
plot(what = "density", data = mclust::acidity, breaks = 15, xlab = "acidit
fit |>
plot(what = "diagnostic", type = "cdf")
s
g
o R
o i § qoj |
& o 23
-1 g - —— Estimated CDF
= —— Empirical CDF
o _| = 9 ]
i \ T T T \ g ©° \ — e E—
3 4 5 6 7 o 3 4 5 6 7
acidity mclust::acidity

Priklad (gejzir)

o Priklad: datasets::faithful s dizkou trvania gejzirov (duration) a ¢akacou dobou na
erupciu, gejzir Old Faithful v Yellowstonskom narodnom parku.

# 2D
fit <- faithful [>
mclust: :densityMclust(plot = FALSE)
fit |>
plot(what = "density", type = "hdr",
data = faithful, points.cex = 0.5)

fit >
plot(what = "density", type = "persp")
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e 7Zd4 sa, ze aj tieto gejzirové data vykazuju trimodalitu, jeden mensi zhluk je vSak
velmi blizko druhého, vécsieho.

12.3.4.2 Typy kovariancii

¢ Rozkladom kovarian¢nej matice
k= )\kaAsz
ziskame kontrolu nad geometriou zhlukov, konkrétne

— objemom elipsoidu (volume), prostrednictvom skaldrnej hodnoty A,
— tvarom (shape), cez diagondlnu maticu A, pricom |A,| =1,
— orientdciou, pomocou ortogonalnej matice D,.

o Taxonémia kdéduje parametrizaciu modelu trojpismenovou skratkou v poradi podla jed-
notlivych komponentov kovarianénej matice. Jednotlivé pismenda potom znacia:

— E = equal (rovnaké),
— I = identity matrix (jednotkova matica),
— V = variable (rdzne).

¢ V jednorozmernom pripade st iba dva modely: E pre rovnaky rozptyl a V pre variabilny

rozptyl.”
¢ Prehlad taxonémie modelov dava nasledujtca tabulka a po nej ilustracie zodpovedajtcich
elips.
Model i Distribution Volume Shape Orientation
EIl AL Spherical Equal Equal —
VII Al Spherical Variable Equal —
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Model k Distribution Volume Shape Orientation
EEI AA Diagonal Equal Equal Coordinate
axes
VEI ALA Diagonal Variable Equal Coordinate
axes
EVI AA, Diagonal Equal Variable Coordinate
axes
VVI AA Diagonal Variable Variable Coordinate
axes
EEE ADADT Ellipsoidal Equal Equal Equal
EVE ADA, D' Ellipsoidal Equal Variable Equal
VEE MDADT Ellipsoidal Variable Equal Equal
VVE ADA, DT Ellipsoidal Variable Variable Equal
EEV AD kADZ Ellipsoidal Equal Equal Variable
VEV \.D,AD/ Ellipsoidal Variable Equal Variable
\A%AY% \D,A, D] Ellipsoidal Variable Variable Variable
EN vil EEI VEI EVI
@. D T | @
wi EEE EVE VEE EEV
D G &) R &
VEV EVV VVE VW

(9%@

& D

&
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Priklad (gejzir)

o Hustota zhlukov v datasete MASS::geyser ma (v reze) elipticky tvar s priblizne
rovnakym objemom, varianciou aj orientaciou (s osami).
e Model umoznuje zobrazif neistotu v zaradeni jednotlivych objektov do zhlukov.

library(mclust)
fit <- MASS::geyser |[>
mclust: :Mclust(G = 3)

plot(fit, what = "density")
points(MASS: :geyser, pch=19, cex=0.5)
plot(fit, what = "uncertainty")

fit |> summary()

n - v - .
. - PL e
T o B o e®. . o
3 3
N - ~ T
- - - -
T T T T T T T T T T T T T T
50 60 70 80 90 100 110 50 60 70 80 90 100 110
waiting waiting

Mclust EEI (diagonal, equal volume and shape) model with 3 components:

log-likelihood n df BIC ICL
-1371.823 299 10 -2800.65 -2814.577

Clustering table:
1 2 3
91 107 101
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